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高次元写像に於ける不確定点の可積分極限での振舞い

首都大理学研究科 (特別研究員)　齋藤　暁 (SAITO Satoru)

首都大理学研究科　　　　畠中智哉 (HATANAKA Tomoya)

横浜国大工学部　　　　　　　 齋藤革子 (SAITOH Noriko)

高次元有理写像に於いて、ジュリア集合が可積分極限でどのように消滅するの
かを解析的に調べた。

1 序

以下で用いる言葉の記号と意味を次のように定める。

• 不確定点：　写像の分子と分母が同時にゼロになる点

• ジュリア集合：　不安定周期点の集合の閉包

• 不変周期点多様体 (IVPP)：　写像の各周期毎に不変量で定まる周期点の作る多様体

• 不安定固定点多様体 (UVFP)：　非可積分のときのみ存在する固定点の作る多様体

• 特異点多様体 (VSP)：　すべての周期の周期点が同時に集積する点の作る多様体

これらについては前回次の定理 1を示した。

定理１　充分な数の不変量を持つ可積分写像の周期点は各周期毎に IVPPを成す

今回は以下の２つの定理を示す。

定理２　ジュリア集合は可積分極限で

• UVFPを持たなければ、すべてが各周期毎に対応する IVPPに漸近する

• UVFPを持てば、一部が各周期毎に IVPPに漸近し、残りはすべての周期の周期点

がUVFPに漸近する

• UVFP自身は可積分極限で消滅するか、VSPに変わる

定理３　特異点閉じ込めから回復した写像の列は周期点の集合を生成する

　系　特異点閉じ込めから回復した可積分写像の列はすべての IVPPを生成する

1



2 UVFPへの漸近とVSPの生成 (定理２)

パラメーター aを持つ Ĉ
d
上の有理写像 f(a)

x = (x1, x2, ..., xd)
f(a)−−−→X = (X1, X2, ..., Xd) (1)

の繰り返し　 x → X → X(2) → X(3) → · · ·　を考え、

a ̸= 0　なら非可積分、　 a = 0　なら可積分

とする。点の集合

Ga =

x

∣∣∣∣∣∣
d∩

j=1

{wj(a,x) = 0}

 , (2)

は f(a)の不安定固定点多様体 (UVFP)、即ちこの上で f(a)は

a ̸= 0　ならX = x、　 a = 0　ならX ̸= x

とする。このような有理写像は一般に

Xj =
Pj(a,x) + axj

Qj(a,x) + a
, j = 1, 2, ..., d,

と書ける。ただしPj, Qjは a = 0で恒等的にゼロでないが、Ga上ではゼロとなる有理関

数であり、次のように表せる：

Pj(a,x) =
d∑

i=1

fij(a,x)wi(a,x), Qj(a,x) =
d∑

i=1

gij(a,x)wi(a,x)

周期条件は

X
(n)
j =

Pj(a,X(n−1)) + aX
(n−1)
j

Qj(a,X(n−1)) + a
= xj, (3)

即ち
d∑

i=1

{
fij(a,X(n−1)) − xjgij(a,X(n−1))

}
wi(a,X(n−1)) = a

(
xj − X

(n−1)
,j

)
(4)

と書け、a ̸= 0のときには n周期点の他にUVFP(2)もこれを満たす。aが 0に近付けば n

周期点は連続的に移動する。右辺がゼロになったとき、左辺は IVPPの点によって満たさ

れるが、その他にUVFP(2)上の点もこの条件を満たす。従って定理２の始めの２項が示

された。
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(4)を xkで微分して、(2)の近傍の振舞を見ると

∂Xj(x)

∂xk

∣∣∣∣∣
wj=0

= δjk +
1

a

d∑
i=1

{
fij(a,x) − xjgij(a,x)

}∂wi(a,x)

∂xk

となって、a → 0の極限で発散する。このことからGaを不安定固定点多様体UVFPと呼

んだ。可積分極限に於いて写像は

Xj −−−→
a→0

∑d
i=1 fij(0,x))wi(0,x)∑d
i=1 gij(0,x)wi(0,x)

, j = 1, 2, ..., d

となることから、写像は一般にGa上で分母と分子が同時にゼロとなり、従ってUVFPは

特異点多様体VSPになる。分母と分子でwiが偶々打ち消し合えば、UVFPは消滅する。

以上を纏めると

ジュリア集合

UVFP

IVPP

VSP

消滅

a = 0a ̸= 0

例：　３次元 Lotka-Volterra 写像

X = x
1 + a − y + yz

1 + a − z + zx
, Y = y

1 + b − z + zx

1 + b − x + xy
, Z = z

1 + c − x + xy

1 + c − y + yz

は不安定固定点多様体 (UVFP)

Λ+ = {1 − y + yz = 0 ∩ 1 − z + zx = 0 ∩ 1 − x + xy = 0}

を持つ。(a, b, c) = (0, 0, 0) では不変量

r = xyz, s = (1 − x)(1 − y)(1 − z)

を持ち可積分。このとき IVPP, γ(n)(r, s) = 0,は

γ(2)(r, s) = s + 1,

γ(3)(r, s) = r2 + s2 − rs + r + s + 1,

γ(4)(r, s) = r3s + s3 − 3rs2 + 6r2s + 3rs − r3 + s, etc.
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3 特異点閉じ込めから生成される IVPP(定理３)

写像

Xj =
Nj(x)

Dj(x)
, j = 1, 2, ..., d

が点 x = x0で発散し、その後特異点閉じ込めが起きたとする。例えば

D
(k)
1 (x0) = 0, D

(k+n)
1 (x0) ̸= 0, n = 1, 2, ...

ならば　 D
(k+n)
1 (x) = 0 の解は n 周期条件を満たす。

何故ならば、n周期点又は nを割り切る周期の周期点のみがこの条件を満たし得るから

である。特に写像が IVPPを持つ可積分写像ならば

D
(k+n)
1 (x) ∝ γ(n), n = 2, 3, ... (5)

例：　再び 3d LV写像について、可積分な場合を考える。

x0 =
(
x, y, 1

1−x

)
とすると写像は

x0 → (∞, 0, 1) → (1, 0,∞) →
(

1

1 − x
, y, x

)
→ · · · (6)

となって特異点 (∞, 0, 1)は閉じ込められる。今の場合 k = 1 である。不変量 r, sを用いて

x0 =
(

r − s

r + 1
, r

s + 1

r − s
,
r + 1

s + 1

)
, X(3) =

(
r + 1

s + 1
, r

s + 1

r − s
,
r − s

r + 1

)

と書けることに注目すると、D
(3)
1 = s + 1 = γ(2)(r, s)である。写像を繰り返すことによっ

て (5)が容易に確かめられ、各周期毎に異なる IVPPの曲面の系列

1 → γ(2)(r, s) → γ(3)(r, s) → γ(4)(r, s) → · · ·

が得られる。
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4 Remarks

• 可積分 3dLV 写像の不確定点集合

Λ+ = {1 − y + yz = 0 ∩ 1 − z + zx = 0 ∩ 1 − x + xy = 0}

及び逆写像の不確定点集合

Λ− = {1 − z + yz = 0 ∩ 1 − x + zx = 0 ∩ 1 − y + xy = 0}

は r = s = −1によって満たされ、その上ですべての周期の周期条件

γ(n)(−1,−1) = 0, n = 2, 3, ....

が満たされる。即ち {Λ+ ∪ Λ−}は特異点多様体 (VSP)。

• 導来可積分圏

(X(n+1), Y (n+1), Z(n+1)) =

τ
(n−1)
3 τ

(n)
3

τ
(n−1)
2 τ

(n)
1

, r
τ

(n−1)
1 τ

(n)
1

τ
(n−1)
3 τ

(n)
2

,
τ

(n−1)
2 τ

(n)
2

τ
(n−1)
1 τ

(n)
3


と置けば 3dLVから広田・三輪方程式

τ
(n−1)
1 τ

(n)
3 + στ

(n−1)
3 τ

(n)
1 + τ

(n−1)
2 τ

(n)
2 = 0

が得られる。写像 (x, y, z) → (X,Y, Z)は導来圏の八面体のシフト τ
(n)
j = τ

(n−1)
j [1]

に他ならない

τ
(n−1)
1 → τ

(n−1)
2 → τ

(n−1)
3 → τ

(n)
1 → τ

(n)
2 → · · ·

τ
(1)
1

τ
(1)
2

τ
(1)
3

τ
(0)
1

τ
(0)
3

τ
(0)
2

[1](シフト)

Bäcklund 変換

τ
(n)
1 = γ(n)(r, s)
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