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ソリトンの二次元相互作用について

及川 正行 (Masayuki OIKAWA)，辻 英一 (Hidekazu TSUJI)

九大・応力研 (Research Institute for Applied Mechanics, Kyushu Univ.)

概　　要

ソリトンの二次元相互作用というと，Kadomtsev-Petviashvili (KP) 方程式のソリトン共

鳴が有名である．われわれはここ数年，KP方程式のソリトン共鳴と同様な現象が他の系でも

起こりうるのかを調べるために，二次元 Benjamin-Ono, modified KP, extended KP, 二次

元 intermediate long wave方程式などを数値的に調べてきた．また，最近 KP方程式のソリ

トン解について新たな研究の進展があり，V字型波形の初期値問題の漸近解とソリトン解との

関係が明らかになりつつある．この報告では，ソリトンの二次元相互作用に関するわれわれの

最近の研究成果や問題点について述べる．

1 ソリトンの二次元相互作用に関する過去の研究

ソリトンの二次元相互作用に関する研究の歴史は古い．それは Zabusky & Kruskal[1]が “ソリ

トン”という用語を提唱する以前から始まっていたようだ．Bullough[2]によれば，Russell[3] は浅

水孤立波の壁による斜め反射の実験を行っていたらしい．また，Benney & Luke[4]が伝播方向の

異なる二つの浅水孤立波の相互作用を振幅が小さいと仮定し摂動法で扱ったのは 1964 年であっ

た．彼らは最低次の近似では解は孤立波の重ね合わせであること，孤立波の伝播方向が近いと摂動

法が適用できず相互作用が強くなるであろうことなどを示唆した．このとき彼らが KP方程式を発

見していても不思議ではないのだが，そういうことにはならなかった．KP方程式は Kadomtsev

& Petviashvili[5]によってソリトンの横方向の緩やかな擾乱に対する安定性を調べるために導入さ

れたのであった．しかし，KP方程式がソリトン理論の中心的な方程式になろうとは発見者自身も

夢にも思わなかったであろう．その後，Zakharov & Shabat[6]及び Dryuma[7] が KP方程式の

Lax pairを見出し，Zakharov & Shabat[6] 及び Satsuma[8]は N -ソリトン解を見出した．

Miles[9]は二つの浅水孤立波の二次元相互作用を再考し，伝播方向が近くないときには，摂動法

で扱うことができ，その意味でその場合の相互作用を “弱い”と呼び，伝播方向が近いときには摂

動法が破綻するので，その場合の相互作用を “強い”と呼んだ．相互作用が強い場合には，実質的に

KP方程式を解いて，Satsumaが求めた２-ソリトン解が singularになるパラメーター領域が存在

することを示した．さらに，Miles[10]は，X字型の２-ソリトン解が regularと singularの境界で

は Y字型のソリトン解に縮退すること，しかもこの Y字型の解は三つのソリトンの共鳴状態を示

すことを明らかにし，このソリトン共鳴解を，当時，実験的に見出されていたMach反射の理論的

説明に利用した．

浅水孤立波が壁に斜めに入射した場合，大雑把に言って入射角 ψi がある臨界値 ψc より大きい

か小さいかに応じて図 1 に示すように等角反射あるいは Mach反射が生じる．実験では入射角が

さらに小さくなると反射波は見えなくなって，入射波が壁に直角になるように曲がった形をとる．

このパターンは Russell[3] （[2]に載っている）にも見られる．しかし，ここでは実験との対応は
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図 1 孤立波の斜め反射パターン．PBが入射波，PCが反射波，ψi が入射角，ψr が反射角で

ある．左は等角反射で，反射波の振幅及び反射角は入射波の振幅，入射角にそれぞれ等しい．右

はMach反射のパターン．Mach反射では stemと呼ばれる壁に直角な波 PAが現れ，点 Pは

ある直線上を動く．反射波の振幅は入射波の振幅より小さく，反射角は入射角より大きい．

ひとまずおき，最後の節でまた取り上げることにしよう．

もし粘性散逸などが無視できるとすれば，浅水孤立波の壁による斜め反射の問題は壁に関して対

称に拡張し，壁を除いた問題と同等であることに注意しよう．Miles[9]は ψi が小さいときに，等

角反射を仮定し実質的に KP方程式の定常伝播問題を解いて，等角反射を表す解（振幅の等しい二

つのソリトンの相互作用を表す２-ソリトン解）は

sin2 ψi < 3α あるいは sinψi ' ψiを用いて ψi <
√

3α (1)

のとき singularになることを示した．ここで，αは水深 hで無次元化した入射孤立波の振幅であ

る．彼はこの領域 ψi <
√

3αで，等角反射解の代わりに，図 1の右図のパターンを表すソリトン共

鳴解（ただし，その解は厳密には壁での条件を満たさず，点 Pが壁から離れるにつれて漸近的に満

たされる）を構成し，それがMach反射の漸近解を表すであろうと主張した [10]．この結果の最も

興味深い点は，ψi <
√

3αのときには，stemが現れ，とくに ψi =
√

3αに対しては波高の漸近的

な最大値が入射波の振幅の４倍に達するということである．

Yajima et al.[11] は無衝突プラズマ中のイオン音波においても，浅水波と同様のソリトン共鳴

が近似的に起こることを示した．彼らが用いたのは弱二次元近似（波の伝播方向がある一つの方

向に近いという近似）を行わない Boussinesq型の方程式である．Kako & Yajima[12, 13]は [11]

で解析された Boussinesq型の方程式の数値シミュレーションを行い，ソリトン共鳴解が解の発展

において重要な役割を果たすことを示した．Funakoshi[14]は浅水波に対する Boussinesq 方程式

系を用いて，孤立波の壁による斜め反射に対する初期値問題を数値的に解き，振幅が小さいとき

に Miles の結果がよく再現されることを示した．Melville[15] は水槽で Mach 反射の実験を行っ

たが，Milesの結果を支持しなかった．一方，イオン音波については Folkes et al.[16], Nishida &

Nagasawa[17], Nagasawa & Nishida[18]などの実験があり，むしろ理論や数値シミュレーション

を支持している．このような数値シミュレーションや実験が行われると同時に，KP方程式（ある

いはソリトン方程式一般）について，佐藤理論（例えば [19]）が展開され，無限次元グラスマン多様

体上の力学系としての見方，τ 関数の意味など数学的な理解が進んだ．しかし，KP方程式のソリ

トン解自身の研究が進んだのはごく最近である [20, 21, 22, 23, 24, 25]．とくに，ソリトン解はN -

ソリトンというよりも (M −N,N)-ソリトンとして分類できるということである．(M −N,N)-

ソリトンというのは y → ∞ において N 個のソリトンが，y → −∞ においてM − N 個のソリ

トンが現れるようなソリトン解である．従来の２-ソリトン解は (2,2)-ソリトン解の一種であって，
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Milesが見出した２-ソリトン解が singularになるパラメーター領域で，新しい regularな (2,2)-ソ

リトン解（詳しく言えば，(3142)-typeの (2,2)-ソリトン解）が見出された．しかも，それは漸近

的にMach反射を表す解である [25]．もし，このような解が実験や数値シミュレーションが行われ

た当時に分かっていれば，実験で測る量や解釈も変わったであろうと想像する．

さて，浅水波やイオン音波は一次元では KdV方程式によって記述され，その弱二次元化が KP

方程式である．それでは，Benjamin-Ono(BO)方程式，modified KdV方程式など KdV方程式と

は異なるソリトン系を弱二次元化した場合のソリトンの相互作用はどうなるのであろうか．次節以

下でこれについて紹介する．KP方程式については頁数の関係もあり，ここでは詳しく述べない．

それについては [26]や [27]をご覧頂きたい．

2 二次元 Benjamin-Ono方程式におけるソリトンの二次元相互作用

最初に調べた [28]のは extended KP(EKP)方程式とわれわれが呼んでいる系であるが，この系

については後で初期条件を変えてやり直したので，それは後で取り上げることにし，まず，一次元

で BO方程式が出てくる場合を考える [29]．具体的な物理系は二層流体で，一方の層が波のスケー

ルに比べて浅く，他方の層が無限に深い場合である．有限小振幅で弱二次元という近似を行い，適

当にスケーリングすると

∂

∂X

(
∂u

∂T
+ u

∂u

∂X
+ H

( ∂2u

∂X2

))
+
∂2u

∂Y 2
= 0, (2)

を得る．ここで，H(f) =
1
π

P
∫ ∞

−∞

f(X ′)
X ′ −X

dX ′ は f(X)の Hilbert変換であり，Pは主値を表す．

これは次のようなソリトン解を持つ．

u(X,Y, T ) =
a

1 + a2[X + ΩY − (a/4 + Ω2)T −X0]2/16
. (3)

aは振幅，Ω, X0 は定数である．(2)を図 2に示すような初期値に対して数値的に解く．この V字

X

Y
P

B

B′

Q R

ψi

図 2 初期条件の模式図．PB，PB′ が QRに関して対称な半無限のソリトン．これはソリトン

PBが壁 QRに入射角 ψi で入射するときの斜め反射の場合に相当する．

型の初期値は入射角 ψi で入射するソリトンの壁 QR による斜め反射に相当する．具体的な初期
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図 3 二次元 BO 方程式 (2) の初期値 (4) に対する解の鳥瞰図．(a) Ω = 2, T = 10.56, (b)

Ω = 1, T = 25.29, (c) Ω = 0.5, T = 43.49.

値は
u(X,Y, 0) =

a

1 + a2(X − 7LX/8 − Ω|Y − LY /2|)2/16
, 0 < Y < LY (4)

である．a = 2, Ω = tanψi > 0．長方形 LX × LY が計算領域で LX = 819.2，LY は Ωによって

変えている．Y = LY /2が対称軸（壁）である．数値計算法については [29]をご覧頂きたい．図 3

は Ω = 2, 1, 0.5の場合のそれぞれ T = 10.56, 25.29, 43.49における u(X,Y, T )の鳥瞰図を示して

いる．これらの時刻は uの最大値の位置が X = 765に到達した時刻である．また，Y 軸と縦軸の

目盛の変化に注意してほしい．Ωが大きいときには言わば等角反射が起こり，Ωが小さいときには

Mach的な反射が起こる．

Ω = 2のときには，反射波は入射波と同じ振幅を持ち，反射角は入射角と等しくなり，十分時間

が経過すると反射波はソリトンに成長してゆく．

Ω = 1及び Ω = 0.5では Y 軸に平行な stemが生成され，それらが時間に比例して伸びる．そ

して，十分時間が経過すると stemの断面は数値解と同じ振幅の X 方向に伝播するソリトン解の

断面と一致するから，stemはソリトンと考えてよい．反射波は計算時間の範囲ではソリトンにな

るとは言えない．孤立していればソリトンになると考えられるが，図 3(b),(c)に見られるように常

に近くに別の波が寄生している．この別の波は入射波，stem，反射波の交点から発している．

図 4(a)は uの最大点が X = 765に達したときの uの最大値 umax を Ωの関数としてプロット

したものである．Ω = 1.33, 1.43の場合はまだ時間的に非常にゆっくりした増加傾向にあるが，他

の Ωの場合は定常値に落ち着いている．Ω = 1.33では umax はほぼ 9であり，入射ソリトンの振

幅 2の 4倍を超えている．また，図 4(b)は stemの長さ Ls の時間発展である．Ls は stemの峰

に沿った高さが初期ソリトンの振幅 2になる点の間の距離の半分で定義している．これらのグラフ
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から，Ω = 1.33と Ω = 1.43の間で等角反射とMach型反射が分かれることが推定される．

方程式 (2)はスケール変換

u∗ = u/a, X∗ = aX, Y ∗ = a3/2Y, T ∗ = a2T (5)

によって不変なので，新しい座標を用いれば，Ωは Ω∗ := Ω/
√
a の形でのみ初期値問題に現れる

ことに注意しよう．

Ω

0

5

 10

 15

 20

 25

 710  720  730  740  750  760  770

Ls

X

(a) (b)

図 4 (a) u の最大値の Ω 依存性．最大点が X = 765 に到達したときの u の最大値．Ω =

0.5, 0.67, 1, 1.33, 1.43, 1.67, 2．(b) stem の長さの時間発展．+ : Ω = 0.5, × : Ω = 1, © :

Ω = 1.43, � : Ω = 1.67, � : Ω = 2.

3 MKP方程式におけるソリトンの二次元相互作用

負イオンを含むイオン音波の特別な場合には，KP方程式の代わりにわれわれがMKP方程式と

呼んでいる次の方程式を得ることができる [30].

∂

∂X

(
∂u

∂T
+ 6u2 ∂u

∂X
+
∂3u

∂X3

)
+
∂2u

∂Y 2
= 0. (6)

ソリトン解は
u(X,Y, T ) = ±A sech[A(X −X0 + ΩY − (A2 + Ω2)T )] (7)

である．正負二種類のソリトン解が存在するのが特徴である．正同士の相互作用の場合，初期値は

u(X,Y, 0) = A sech[A(X −X0 − Ω|Y |)], for |Y | < LY /2 (8)

である．方程式 (6)はスケール変換

u∗ = u/a, X∗ = aX, Y ∗ = a2Y, T ∗ = a3T (9)

によって不変である．新しい変数を使えば，この初期値問題は（LY が十分大きいとすれば）パラ

メーター Ω∗ := Ω/Aのみを含む．

図 5は正のソリトン同士の相互作用である．(a)が Ω/Aが大きいときの代表，(b)が Ω/Aが小

さいときの代表であり，前者では等角反射的相互作用，後者ではMach反射的相互作用が起こる．

Mach反射的相互作用では，stemが生成され，それはソリトンと考えてよいが，反射波は計算の範

囲内ではソリトンとはならない．この場合にも，入射波，stem，反射波の交点から発する長い尾根
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図 5 MKP方程式 (6)の初期値 (8)に対する解の鳥瞰図．(a) A = 0.5,Ω = 4(Ω/A = 8), T =

2.925. (b) A = 0.5,Ω = 1(Ω/A = 2), T = 25.005.
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図 6 漸近的最大振幅の倍率 umax/Aの Ω/A依存性．

を持つ波が寄生している． 図 6はMKP方程式 (6)の初期値 (8)に対する数値解の漸近的最大振

幅の倍率 umax/Aが Ω/Aにどのように依存するかを示している．A = 0.5, 0.75, 1に対する結果が

一つの曲線上に載っていることが示唆され，scaling則が成り立っていることが確かめられる．ま

た，Ω/Aが 3と 4の間で反射のタイプが変わることが推定できる．さらに，漸近的最大振幅の最

大値は初期振幅の 4倍より小さい可能性が高い．

MKP方程式 (6)では，正負のソリトン解が存在するので，これらがどのような相互作用をする

かは興味深い．これを調べるために初期条件

u(X,Y, 0) =
{

−A′sech[A(X −X0 + ΩY )] for −Ly/2 < Y < 0,
A′sech[A(X −X0 − ΩY )] for 0 < Y < Ly/2,

(10)

の下でMKP方程式 (6)を数値的に解いた．A′ は正の部分と負の部分とのつなぎ目のところの不

連続性を滑らかにするための因子で，初期の解の過渡的な挙動を抑制する以外は本質的な役割はし

ない．数値計算は A = 1で行ったが，いくつか行った A = 1.25の場合の計算は，解の主要部分に

ついては scaling則が成り立つことを示した．図 7は (a) Ω = 3, T = 4, (b) Ω = 1/3, T = 25の場

合の鳥瞰図である．この場合は Y = 0での境界条件が u = 0となる仮想的な境界での反射と同等

である．従って，等角反射の場合，反射波の符号が変わる他は通常の等角反射と同じである．(a)

では確かにそうなっていて，Ω/Aが大きいときは等角反射が起こるようだ．しかし，Ω/Aが小さ
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いときは正同士のときのように stemはできず，(b)に示されるように反射波は波打つ．

60
80

100
120

140X
-60

-40

-20

0

20

40

60

Y

-0.5

0

0.5

(a) (b)

図 7 MKP方程式 (6)の初期値 (10)に対する解の鳥瞰図．(a) A = 1,Ω = 3(Ω/A = 3), T =

4, (b) A = 1,Ω = 1/3(Ω/A = 1/3), T = 25.

4 EKP方程式におけるソリトンの二次元相互作用

二層流体において二つの流体の密度比と厚さ比が特定の値に近いとき，EKP方程式が得られる

[28]．これは適当なスケーリングを行うと

∂

∂X

(
∂u

∂T
+ 6u

∂u

∂X
−Qu2 ∂u

∂X
+
∂3u

∂X3

)
+

1
2
∂2u

∂Y 2
= 0, Q > 0 (11)

と書ける．これは EKdV方程式

∂u

∂T
+ 6u

∂u

∂X
−Qu2 ∂u

∂X
+
∂3u

∂X3
= 0 (12)

の弱二次元化である．EKdV方程式はソリトン方程式であって，ソリトン解

u(X,T ) =
a sech2η

1 −
(

a
12/Q−a

)
tanh2η

, η = κ(X − 4κ2T −X0), κ =
1
2

√
a
(
2 − Qa

6

)
(13)

を持つ．aがこのソリトンの振幅であって，a < 6/Q という制限がある．

初期条件を

u(X,Y, 0) =
a sech2κ(X −X0 − Ω|Y − LY /2|)

1 −
(

a
12/Q−a

)
tanh2κ(X −X0 − Ω|Y − LY /2|)

(14)

とする．κは (13)の最後の式で与えられる．(11)はスケール変換

u∗ = u/a, X∗ = a1/2X, Y ∗ = aY, T ∗ = a3/2T, Q∗ = aQ (15)

で不変であるから，新しい変数で書くと問題はパラメーター Q∗, Ω∗ := Ω/
√
aのみを含む．また，

制限 a < 6/Q は Q∗ < 6となる．以下では，新しい変数を使うことにし，∗ を省略する．

数値計算の結果は次のようになる [31]．Qの値が十分小さいときには，結果は KP方程式の場合

に近くなる．ある臨界値 Ωc を境に Ω > Ωc ならば，等角反射，Ω < Ωc ならば，Mach型の反射

である．stemも反射波もソリトンと考えてよい．

7



Qの値が中間的な場合，Ωの値が大きいとき，例えば，Ω = 4のときには，やはり反射波は入射

波と同じ振幅のソリトンと考えることができ，等角反射が起こると考えてよい．Ωの値が小さいと

き，例えば，Ω = 1のときには，ソリトンと見なせる stemが現れるが，反射波はソリトンからず

れていて，入射波，stem，反射波の交点から発する新しい波が伴っている．
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図 8 EKP 方程式 (11) の初期値 (14) に対する解の鳥瞰図．(a) Q = 5,Ω = 4, T = 6, (b)

Q = 5,Ω = 1, T = 20.

図 9 EKP方程式 (11)の初期値 (14)に対する解の漸近的最大振幅の Ω依存性．記号の右の数

字は Qの値を示す．破線は Q = 0，すなわち，KP方程式での理論値 (16)を示す．

Qの値が 6に近い場合，Ωの値が大きいときにはやはり等角反射で，反射波もソリトンと考えて

よい．Q = 5,Ω = 4の場合の数値解を図 8(a)に示す．また，Q = 5,Ω = 1の場合の数値解を図

8(b)に示す．この図から分かるように，Ωの値が小さいときには等角反射ではないが，stemもで

きない．stemができないのはソリトンの振幅制限 Q < 6によるものと考えられる．

図 9は，Qのいくつかの値に対して，数値解の漸近的最大振幅の Ω依存性を示したものである．
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破線は Q = 0 (KP方程式)の場合の理論値

umax =


(

1 +
Ω

2
√

3

)2

for Ω < Ωc = 2
√

3

4Ω
Ω +

√
Ω2 − 12

for Ω > Ωc = 2
√

3
(16)

を示す．この場合，Ωc = 2
√

3 = 3.4641 · · · であって，Ω > Ωc ならば，等角反射，Ω < Ωc なら

ば，Mach反射であり，Ω = Ωc のとき，umax = 4となる．Q = 0.5の場合も，Ωc と umax が少し

小さくなることを除いては Q = 0の場合と同じである．さらに，Qが 3くらいまでは同様である

が，Ωc と umax が次第に小さくなる．しかし，Q & 4になると，umax は Ωについて単調増加とな

る．この場合，Ωが大きいと等角反射であるが，umax は線形和 2よりも小さい．

5 二次元 ILW方程式におけるソリトンの二次元相互作用

最近，われわれは二次元 intermediate long wave (ILW) 方程式

∂

∂X

(
∂u

∂T
+ u

∂u

∂X
+

∂2

∂X2
P
∫ ∞

−∞
G(X ′ −X)u(X ′, Y, T )dX ′

)
+
∂2u

∂Y 2
= 0, (17)

G(X) :=
1
2χ

[
coth

(πX
2χ

)
− sgn(X)

]
(18)

におけるソリトンの二次元相互作用を調べた [32]．本節ではこれについて簡単に述べる．これはソ

リトン系である ILW方程式

∂u

∂T
+ u

∂u

∂X
+

∂2

∂X2
P
∫ ∞

−∞
G(X ′ −X)u(X ′, T )dX ′ = 0 (19)

の弱二次元化で，界面波のスケール `に比べて十分小さい厚さ h2 と同程度の厚さ h1 を持つ二層流

体における有限小振幅の界面波を近似的に記述する．(18)に現れるパラメーター χは χ := h1/`

である．(17)のソリトン解は

u(X,Y, T ) =
2K sin(Kχ)

cosh[K(X + ΩY − cT −X0)] + cos(Kχ)
, (0 < Kχ < π) (20)

c =
1
χ
−K cot(Kχ) + Ω2 (21)

で与えられる [33]．K,Ω, X0 は定数で，振幅は 2K tan(Kχ/2)である．初期条件はやはり図 2の

ような配置で，具体的には

u(X,Y, 0) =
2K sin(Kχ)

cosh[K(X − Ω|Y |)] + cos(Kχ)
(22)

である．以後，Ωは正とする．漸近形

P
∫ ∞

−∞
G(X ′ −X)u(X ′)dX ′ =

χ

3
∂u

∂X
+
χ3

45
∂3u

∂X3
+O(χ5). (23)
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を用いて，χ→ 0のとき，(17)及び (22)は KP方程式

∂

∂X

(
∂u

∂T
+ u

∂u

∂X
+
χ

3
∂3u

∂X3

)
+
∂2u

∂Y 2
= 0, (24)

及び初期値

u(X,Y, 0) = a sech2
[√ a

4χ
(X − Ω|Y |)

]
(25)

に帰着する．また，χ→ ∞のとき，Kχ = π−K/λ, (λ > 0)と書いて λを一定に保って，K → 0

の極限をとると [33]，(17)及び (22)は 2DBO方程式 (2) 及び初期値

u(X,Y, 0) =
a

1 + a2(X − Ω|Y |)2/16
(26)

に帰着する．ただし，(26)の振幅が aになるように λ = a/4と選んだ．

2DILW方程式 (2)はスケール変換

u∗ = u/a, X∗ = aX, Y ∗ = a3/2Y, T ∗ = a2T, χ∗ = aχ (27)

の下で不変であるから，新しい変数を使えば，この初期値問題はパラメーター χ∗ = aχ 及び

Ω∗ := Ω/
√
aのみを含む（K∗ = K/aは χ∗ の関数と考えられるから）．従って，以後，新しい変

数を使うことにし，初期値の振幅は 1とする．また，新変数の ∗ は省略する．
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図 10 T = 10における uの等高線図．χ = 0.2, Ω = 2．(a) 2DILW方程式 (17)の振幅を 1

とした初期値 (22) に対する数値解, (b) 対応する KP方程式の O-type (2,2) ソリトン解.

数値計算は χ = 0.2, 1, 5, 10 といくつかの Ω について行った．χ = 0.2 の場合は，KP 方程式

(24) の a = 1 とした初期値 (25) に対する解でよく近似されると期待できる．さらに [26] におい

て，KP のこの初期値問題に対する解の漸近形は Ω > Ωc ならば，O-type (2,2)-ソリトン解で，

Ω < Ωc ならば，(3142)-type (2,2)-ソリトン解で与えられることが示された．従って，χ = 0.2の

場合の解の漸近形はこれらの (2,2)-ソリトン解で近似できると期待される．実際，この予想は正し

い．図 10は，(a) Ω = 2, T = 10のときの数値解の等高線図と (b) KP方程式 (24)と a = 1とし

た初期値 (25)から決まる O-type (2,2)-ソリトン解の同じ Ωと T における等高線図を示す．これ

らはよく一致する．従って，この場合は等角反射が起こっている．

また，図 11 は，(a) Ω = 0.5, T = 40 における数値解の等高線図と (b) KP 方程式 (24) と

a = 1 とした初期値 (25) から決まる (3142)-type (2,2)-ソリトン解の同じ Ω と T における等高
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図 11 T = 40 における u の等高線図．χ = 0.2, Ω = 0.5．(a) 2DILW 方程式 (17) の振幅

を 1とした初期値 (22) に対する数値解, (b) 対応する KP方程式の (3142)-type (2,2) ソリト

ン解.

 2
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 3.5

 4

 4.5
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 2 1.5 1 0.5

Ω

ua

図 12 数値解における漸近的最大振幅 ua の Ω依存性．+ : χ = 0.2, × : χ = 1, � : χ = 5,

© : χ = 10, 4 : χ = ∞. 破線は KP方程式 (24)と a = 1とした初期値 (25)から得られる理

論値．

線図を示す．これらもやはりよく一致している．従って，この場合はMach反射が起こっている．

(3142)-type 解の stem は振幅 2.25 のソリトンで時間に比例して伸び, 反射波は振幅 0.25 のソリ

トンである．数値解でもこれらに非常に近い値が得られている．また，KP 理論での等角反射と

Mach反射の境目は Ω = Ωc = 1であって，漸近的な最大振幅 ua は

ua =


(1 + Ω)2 for Ω < Ωc = 1

4Ω
Ω +

√
Ω2 − 1

for Ω > Ωc = 1
(28)

で与えられる．これは図 12の破線である．

数値計算によれば，χが増加すると，Ωが比較的大きいときはやはり等角反射が起こり，Ωが比

較的小さいときはMach的反射が起こる．Mach的反射においては，stemはソリトンと考えてよ

いが，反射波は χが増加するにつれて，ソリトンからずれていく．それに伴って，入射波，stem，
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反射波の交点から発する図 3(b), (c)に見られるような寄生的な波が顕著になってくる．

図 12 は漸近的な最大振幅の Ω 依存性をいくつかの χ の値に対して示したものである．破線は

KPでの理論値 (28)である．どの χについても Ωc は 1に近いように見える．また，χ = 0.2のと

きのデータは KPの理論に近い．さらに，同じ Ωに対しては χが大きいほど ua も大きいように

見える．全体的には 2DILW方程式の結果は KP方程式と 2DBO方程式との正に中間的な位置を

占めることが分かる．

6 おわりに

KP方程式で見出されたMach反射的構造はここで取り上げたような一次元ソリトン方程式を弱

二次元化した方程式でも見られることがわかった．KP方程式から離れるに従って，反射波がソリ

トンからずれてくる．これについては今のところ，計算の範囲内でということであるが，これは入

射波，stem，反射波の三つが交わる当たりから発する寄生的な波に密接に関係している様に思わ

れるので，計算領域や計算時間を拡大しても結論に変化はないかもしれない．これは今後の課題で

ある．

KP方程式についてほとんど述べることができなかったのは残念である．これについては [26]や

[27]をご覧頂きたい．KP方程式では，対称な V字型初期波形の場合だけでなく，非対称な V字

型初期波形の場合でも漸近解がソリトン解を用いて議論できるという点は興味深い．ここで扱った

方程式の場合も非対称な初期波形の場合にどうなるかは興味深い問題である．

実験について少し述べておこう．実験が行われているのは浅水波とイオン音波だけといってもい

いであろう．浅水波では，KP理論と一致するような実験結果はまだない．一つは，これまでの実

験はソリトンの壁による斜め反射を扱ったもので，壁の影響が問題である．われわれは，二つの線

ソリトンを作ってそれを相互作用させて，壁の影響を受けない実験を計画している．イオン音波

については壁の影響を受けない実験が行われており，(3142)-type (2,2)-ソリトン解と思われるパ

ターンが得られている [17, 18]. 当時，(3142)-type (2,2)-ソリトン解が知られていなかったのは残

念である．現在ではイオン音波の実験をする人などいないということである．浅水波でも，本当に

KP理論を検証しようとすると，振幅の十分小さいソリトンを扱う必要があり，深さも非常によい

精度で一定である必要がある．また，小振幅でも正確に測れる波高計，粘性のあまり効かない流

体，· · · という様なことになる．振幅が十分小さくないと ψc がやや大きくなって，弱二次元の近

似が怪しくなる．従って，弱二次元近似を行わない系で調べる必要も出てくる．

最後に，応用力学研究所の共同利用に協力して頂いた方々に深く感謝いたします．

参考文献

[1] Zabusky, N. J. and Kruskal, M. D. : Phys. Rev. Lett. 15 (1965) 240.

[2] Bullough, R. K. : “The wave” “par excellence”, the solitary progressive great wave of

equilirium of the fluid: an early history of the solitary wave. in Solitons — Introduction

and Applications, ed. M. Lakshmanan, (Springer-Verlag, Berlin, 1988) pp.7-42.

[3] Russell, J. S. : Report on Waves, British Association Reports (1844).

12



[4] Benney, D. J. and Luke, J. C. : J. Math. and Phys. 43 (1964) 309.

[5] Kadomtsev, B. B. and Petviashvili, V. I. : Sov. Phys.- Doklady 15 (1970) 539.

[6] Zakharov, V. E. and Shabat, A. B. : Funct. Anal. Appl. 8 (1974) 226.

[7] Dryuma, V. S. : Sov. Phys. JETP Lett. 19 (1974) 387.

[8] Satsuma, J. : J. Phys. Soc. Jpn. 40 (1976) 286.

[9] Miles, J. W. : J. Fluid Mech. 79 (1977) 157-169.

[10] Miles, J. W. : J. Fluid Mech. 79 (1977) 171-179.

[11] Yajima, N., Oikawa, M. and Satsuma, J. : J. Phys. Soc. Jpn. 44 (1978) 1711.

[12] Kako, F. and Yajima, N. : J. Phys. Soc. Jpn. 49 (1980) 2063.

[13] Kako, F. and Yajima, N. : J. Phys. Soc. Jpn. 51 (1982) 311.

[14] Funakoshi, M. : J. Phys. Soc. Jpn. 49 (1980) 2371.

[15] Melville, W. K. : J. Fluid Mech. 98 (1980) 258.

[16] Folkes, P. A., Ikezi, H. and Davis, R. : Phys. Rev. Lett. 45 (1980) 902.

[17] Nishida, Y. and Nagasawa, T. : Phys. Rev. Lett. 45 (1980) 1626.

[18] Nagasawa, T. and Nishida, Y. : Phys, Rev. A 28 (1983) 3043.

[19] Sato, M. : RIMS Kokyuroku (Kyoto University) No.439 (1981) 30.

[20] Biondini, G. and Kodama, Y. : J. Phys. A: Math. Gen. 36 (2003) 10519.

[21] Kodama, Y. : J. Phys. A: Math. Gen. 37 (2004) 11169.

[22] Biondini, G. and Chakravarty, S. : J. Math. Phys. 47 (2006) 033514.

[23] Biondini, G. and Chakravarty, S. : Math. Comput. Simul. 74 (2007) 237.

[24] Chakravarty, S. and Kodama, Y. : J. Phys. A: Math. Theor. 41 (2008) 275209.

[25] Chakravarty, S. and Kodama, Y. : Studies Appl. Math. 123 (2009) 83.

[26] Kodama, Y., Oikawa, M. and Tsuji, H. : J. Phys. A: Math. Theor. 42 (2009) 312001.　

[27] 及川正行, 辻　英一, 児玉裕治, 丸野健一 : “KPII方程式のソリトン解とその応用” 京大数理

解析研究所講究録「可積分系数理とその応用」(2010)に出版予定.

[28] Tsuji, H. and Oikawa, M. : J. Phys. Soc. Jpn. 62 (1993) 3881.

[29] Tsuji, H. and Oikawa, M. : Fluid Dyn. Res. 29 (2001) 251.

[30] Tsuji, H. and Oikawa, M. : J. Phys. Soc. Jpn. 73 (2004) 3034.

[31] Tsuji, H. and Oikawa, M. : J. Phys. Soc. Jpn. 76 (2007) 084401.

[32] Tsuji, H. and Oikawa, M. : Preprint submitted in Fluid Dyn. Res.

[33] Satsuma, J. and Ablowitz, M. J. : Solutions of an internal wave equation describing a

stratified fluid with finite depth. in Nonlinear Partial Differential Equations in Engineer-

ing and Applied Science, ed. R. L. Sternberg et al., (Marcel Dekker, New York, 1980)

pp.397-414.

13


