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衝突によって形を変える超離散ソリトン

早稲田大学基幹理工学研究科 中村伸也 (NAKAMURA Shinya)

早稲田大学名誉教授 広田良吾 (HIROTA Ryogo)

概 要 超離散 hungry Lotka–Volterra方程式では，孤立波同士の相互作用の前後で挙動に変化が

起こる場合がある．このような現象を表す厳密解として，周期関数を導入してソリトンを拡張した解

や，静止解について述べる．ソリトンを拡張した解は，形を変えながら伝播する波を表しており，こ

の解が関わる相互作用ではソリトンの場合ではありえなかった現象が観測される．

1 はじめに

本講演では超離散 hungry Lotka–Volterra(uhLV)方程式

xm+1
n = xm

n +
M

∑
i=1

(max(0,xm
n−i −1)−max(0,xm+1

n+i −1)) (1.1)

を扱う．この方程式には，形を変えずに伝播する波であるソリトン解が存在する．しかしそのほ

かにも，ソリトンに似た振る舞いをしつつも形を変えながら伝播する波が存在し，この波が相互

作用に関わるとその前後で波の振る舞いが変わることがある．こういった現象を記述する解につ

いて述べる．解について考える際には，従属変数変換

xm
n = f m

n−M + f m+1
n+M+1− f m

n − f m+1
n+1 (1.2)

によって次の双線形形式の方程式を用いる．

f m
n+1 + f m+1

n = max( f m
n + f m+1

n+1 , f m
n−M + f m+1

n+M+1−1) (1.3)

2 周期位相ソリトン解

次で定義する f m
n は (1.3)の解となっている．(Nは孤立波の個数を表す整数)

f m
n = max

µ∈{0,1}N

(
∑N

i=1 µisi(m,n)+∑1≤i< j≤N ai j µiµ j +∑N
i=1 µi pi(n+∑i−1

j=1 µ j)
)

(2.1)

si(m,n) = ωim−kin+ci , ai j = −(M +1)min(ki ,k j) (2.2)

ここで，ωi ,ki には分散関係として ωi = max(Mki −1,0)を課し，pi(n)については次の条件が成り
立っているものとする．

pi(n) = pi(n+M) (周期Mの関数) (2.3)

ki ≥ |pi(n)− pi(n+1)| (2.4)

|ki −k j | ≥ |pi(n)− pi(n+1)− (p j(n)− p j(n+1))| (2.5)

ただし，(2.1)は表現を簡単にするために k1 ≥ k2 ≥ ·· · ≥ kN ≥ 0を仮定している．
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(2.1)において，全ての iに対して pi(n) ≡ 0とすると N–ソリトン解になることを注意しておく．

すなわち，(2.1)は nについての周期関数を導入してソリトン解を拡張したものとなっている．そ

の意味で，このような解を周期位相ソリトン (Periodic Phase Soliton, PPS)と呼ぶことにする．

(2.1)の表示は，微分系や差分系でのソリトン解の表示と対応しているので摂動形式表現呼ばれ

る．微分や差分でのソリトン解には行列式による表示も存在するが，超離散系でも行列を用いて

解を表現することが可能である．ただし，その表示は行列式と対応するものではなく (行列式は”

負の問題”により超離散化できないため)，超離散パーマネント (Ultradiscrete Permanent, UP)と呼

ばれる形式になっている．

uhLV方程式の解には (2.1)と等価なものとして，行列を用いた UP形式での次の表示がある．

f m
n =

1
2

max


r1(n) r1(n− (M +1)) · · · r1(n− (N−1)(M +1))
r2(n) r2(n− (M +1)) · · · r2(n− (N−1)(M +1))

...
...

rN(n) rN(n− (M +1)) · · · rN(n− (N−1)(M +1))

 (2.6)

r i(n) = |si(m,n)+ pi(n)|+ pi(n) (2.7)

si(m,n), pi(n)などについては摂動形式と同じ条件のものである．ここでN×N行列 A = (ai j )に対
してmaxAは超離散パーマネントと呼ばれるもので，次のように定義される．

maxA = max
π

(
N

∑
i=1

aiπi ) (2.8)

この式で π は 1, · · · ,Nの順列組み合わせを表す．超離散パーマネントとは，行列に対するパーマ
ネント (行列式の定義から符号を除いたもの)を超離散化したものである．

行列を用いての解表現が得られたことで，解が方程式を満たすことをより明快に証明すること

が可能となった．

2.1 PPSの時間発展

PPSは，ソリトンを拡張した解であるためソリトンにはありえなかった挙動が見られるように

なる．そのことを具体例を挙げて説明するが，PPSには周期関数が必要なので，それを設定する

ために関数 p(n)を次で定義する．

p(n) = min(mod(n,M),M−mod(n,M)) (2.9)

p(n)は図 1にあるように，周期Mで増減を繰り返す関数である．

PPSのわかりやすい特徴は，形を変えながら伝播する波であるという点である．図 2,3を比較す

ると，ソリトンと PPSの違いは明らかである．

次に，PPS同士，またはPPSとソリトンの相互作用について見る．PPS解において，ある iにつ

いて pi(n) ≡ 0とすると対応する孤立波をソリトンにしたとみなせる．これを踏まえて 2–PPSにつ

いて 3つのケースで時間発展の様子を見ることにする．

• ソリトン同士の相互作用 (p1(n) ≡ 0, p2(n) ≡ 0)→図 4

• PPS同士の相互作用 (p1(n) ̸= 0, p2(n) ̸= 0)→図 5

• ソリトンが PPSを追い越す (p1(n) ≡ 0, p2(n) ̸= 0)→図 6
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図 1: M = 2のときの p(n)のプロット
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図 2: M = 2,k1 = 4,ω1 = 7,c1 = 0での 1–ソリトン (p1(n) ≡ 0)の連続プロットと，格子点上での値
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図 3: M = 2,k1 = 4,ω1 = 7,c1 = 0での 1–PPS(p1(n) = k1p(n))の連続プロットと，格子点上での値

図 4はソリトン同士の相互作用で，位置のずれはおこっているが追越しの前後でどちらの波も

変化していない．一方，図 5,6を見ると，ソリトン同士の追い越しの場合と同様に位置のずれが起

こっているが，それ以外にも挙動の変化が起きている．図 6の場合はそれが顕著で，追い越し前

は PPSのように形を変えていた波が，追い越し後にソリトンになっている．図 5でも，若干わか

りにくくなっているが追い越す側の波は挙動が変化している．このように，PPSが関与する相互

作用ではその前後で挙動に変化が起こることがある．
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図 4: M = 2,k1 = 4,ω1 = 7,c1 = 0,k2 = 1,ω2 = 1,c2 = 0での 2–ソリトン (p1(n) ≡ 0, p2(n) ≡ 0)の連

続プロットと，格子点上での値
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図 5: M = 2,k1 = 4,ω1 = 7,c1 = 0,k2 = 1,ω2 = 1,c2 = 0での 2–PPS(p1(n) = 4p(n), p2(n) = p(n))の
連続プロットと，格子点上での値
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図 6: M = 2,k1 = 4,ω1 = 7,c1 = 0,k2 = 1,ω2 = 1,c2 = 0でのソリトンと PPSの相互作用 (p1(n) ≡
0, p2(n) = p(n))の連続プロットと，格子点上での値
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3 静止解と PPS

相互作用で挙動に変化が起こるというのは，静止解と PPSが衝突する場合にも観測される現象

である．これを見るためにM = 2の場合に，1–PPSとして次を用意する．

f m
n = max(0,s1(m,n)+ p1(n)) (3.1)

s1(m,n) = m−n, p1(n) = p(n) (3.2)

また，静止解 (mによって変化しない解)として次を用意する．

f m
n = max(0,s2(m,n)+ p2(n)) (3.3)

s2(m,n) = −n/6, p2(n) = p2(n+6)(周期 6の関数) (3.4)

この静止解を表す f m
n のグラフは図 7のようなものである．静止解であるので p2(n)は PPSでの周

期関数の条件をみたしていなくてよい．p2(n)を具体的に書き下すこともできるが，ここでは省略
する．

s1,s2, p1, p2を用いて表した f m
n もまた uhLVの解となっている．

f m
n = max(0,s1(m,n)+ p1(n),s2(m,n)+ p2(n),

s1(m,n)+s2(m,n+3)+ p1(n)+ p2(n+3))
(3.5)

-20 -15 -10 -5 5 10

-1

1

2

3

4

5

図 7:ある静止解を表す f m
n のプロット

(3.5)による時間発展の様子は図 8にあるとおりで，静止解と進行波の相互作用を表している．こ

の例では，ソリトンが静止解に衝突し，衝突後には静止解の位置がずれ PPSが生まれている．

(3.5)の式の形式は，2–PPS解を書き下したものと同じ形になっている．このことから，PPSの

解表現は，静止解を包含したより一般的な形式に拡張できるものと思われる．ただし，静止解と

してここに挙げたもの一例にすぎず，一般的な状況を考察するとかなり複雑なものとなるであろ

うことは注意しておく．

4 まとめ

uhLV方程式に対して，周期関数を導入してソリトン解を拡張した PPS解と，ある具体例とし

て静止解と PPSの相互作用を表す解を構成した．PPSは特別な場合としてソリトンを含んでおり，

PPS同士または PPSとソリトンの相互作用では，相互作用前後で挙動に変化が起こる場合がある．

同様のことは静止解と PPSの相互作用の場合にも起こる場合がある．静止解と PPSの相互作用を

表す解は，2–PPSと同じ形式で表すことができ，PPS解をより一般てきな形で表すことができる

可能性がある．
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図 8:静止解との衝突で PPSが生まれる様子
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