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離散 KP方程式の簡約と、その一般解

東京大学数理科学研究科 岩尾慎介 (IWAO Shinsuke)

概 要 周期簡約条件を課した離散 KP方程式を、（Fayの恒等式を使わないで、）構成的に解く方

法を紹介する。用いる手法は逆散乱法である。任意の初期値に対して、具体的に解の挙動が計算でき

る利点がある。

1 はじめに

以下の離散 KP方程式を考えよう:

−δ f t+1
m,n f t

m+1,n+1 +(1+δ ) f t
m+1,n f t+1

m,n+1 − f t
m,n+1 f t+1

m+1,n = 0. (1.1)

変数変換 It
m,n := (1+δ )

f t
m+1,n f t+1

m+1,n+1

f t
m+1,n+1 f t+1

m+1,n

，V t
m,n := δ

f t
m,n f t

m+1,n+1

f t
m+1,n f t

m,n+1
によって式 (1.1)は

It
m−1,n +V t+1

m,n−1 = It
m,n−1 +V t

m,n, It
m−1,nV t+1

m,n = It
m,nV t

m,n. (1.2)

となる．本稿では，方程式系 (1.2)に周期簡約条件:

It
n+N ≡ It

n, V t
n+N ≡V t

n , N > 0, (1.3)

及び，以下の簡約条件:

f t
m,n = f t−D

m−E,n+F , D,E ∈ Z\{0}, F ∈ Z. (1.4)

を課したものを扱う．方程式系 (1.2–1.4)を reduced periodic discrete KP equation (rpdKP)と呼ぶこ
とにする. rpdKPは，周期離散戸田方程式（D = E = F = 1），周期KdV方程式 (D = E = 1,F = 0),

周期ハングリー戸田方程式（E = F = 1）等を特別な場合として含む．
rpdKPは，超離散化によって様々な箱玉系を生み出すことが知られている [5]. ここでは，rpdKP

の初期値から厳密解を求める方法を考察する．

Remark 1.1 本稿では簡単のため，D,E,Fに以下の条件を仮定する．一般の場合は，[2], §3を参照．

D,E > 0, F ≥ 0, N ≥ D+E −F > 0, g.c.d.(D,E) = g.c.d.(D+E −F,N) = 1. (1.5)

記号: 代数曲線Cに対しDiv(C)をC上の因子のなす群，Pic(C)をCのPicard群とする．D ∈ Div(C)

に対し，自然な全射 Div(C)→ Pic(C)による像を [D ]と書く．
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2 離散 Lax形式を利用した，逆散乱法解法の手順

周期系 (1.2–1.3)は以下の離散 Lax形式に書きなおされる:

Lt+1
m (y)Rt

m−1(y) = Rt
m(y)L

t
m(y), (2.1)

ここで

Lt
m(y) =


V t

m,1 1

V t
m,2

. . .

. . . 1

y V t
m,N

 , Rt
m(y) =


It
m,1 1

It
m,2

. . .

. . . 1

y It
m,N

 , yは複素パラメータ.

このとき簡約条件 (1.4)は

Lt
m = SFLt−D

m−ES−F , Rt
m = SFRt−D

m−ES−F , S := S(y) =


0 1

0
. . .
. . . 1

y 0

 (2.2)

と書きなおせる．新しい行列 X t
m := X t

m(y) = S−F ·Lt+D
m+E · · ·L

t+D
m+2Lt+D

m+1 ·Rt+D−1
m · · ·Rt+1

m Rt
m によって，

(2.1–2.2)は以下のように書きかえられる．

X t+1
m Rt

m = Rt
mX t

m, もしくは， Lt
mX t

m−1 = X t
mLt

m. (2.3)

さて，特性方程式 det(X t
m(y)− xI) = 0から定まる代数曲線を Cと書こう．式 (2.3) により，Cは

t,m-不変である．曲線Cをスペクトル曲線と呼ぶ．

2.1 スペクトル曲線の性質

Proposition 2.1 Cは以下の点を含む:

(i) D個の点 At : (x,y) = (0, It), t = 0,1, . . . ,D−1. (It := (−1)N ·∏N
n=1 It

0,n).

(ii) E 個の点 Bm : (x,y) = (0,Vm), m = 1,2, . . . ,E. (Vm := (−1)N ·∏N
n=1V D

m,n).

(iii) (x,y) =

{
(Λ,0) F = 0

(∞,0) F > 0
, (Λ := (1+δ )D ·δ E) と書かれる唯一の点 Q.

(iv) (x,y) = (∞,∞) と書かれる唯一の点 P.

Proof. (i)–(iii)は直接計算による．(iv)は，[3]の p.101,102を参照． �
C を，曲線Cと (D+E)点の組C := (C;A0,A1, . . . ,AD−1;B1,B2, . . . ,BE)とする．C に対して，等
位集合TC を以下で定める:

TC :=

(Rα
0 ;LD

β )
0<β≤E
0≤α<D

∣∣∣∣∣∣∣
•det(X t

m − xE) = 0は曲線Cを定める,

•∏n It
m,n ̸= ∏nV t+1

m,n , ∏n It
m−1,n ̸= ∏nV t

m,n,

•At : (0, It), Bm : (0,Vm).

 .
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不等式∏n It
m,n ̸= ∏nV t+1

m,n ，∏n It
m−1,n ̸= ∏nV t

m,nは，(1.2)の自明な解 It
m−1,n =V t

m,n, V t+1
m,n = It

m,nを避け
るために課した. 式 (2.1)により，この不等式は，等式∏n It

m−1,n = ∏n It
m,n と∏nV t

m,n = ∏nV t+1
m,n を

導く．したがって，
It = ∏n It

m,n, (∀m), Vm = ∏nV t
m,n, (∀t) (2.4)

が成り立つ．さらに簡約条件 (1.4)より以下を得る:

Proposition 2.2 It = It±D = It±2D = · · · , Vm =Vm±E =Vm±2E = · · · . �

Remark 2.1 ここからはTC に含まれる初期条件のみを考えることにする．点 At ,Bm ∈Cの添字は，
それぞれ Z/DZ, Z/EZの元であると考え，At = At±D = At±2D = · · · などと解釈する．

以下ではCは滑らかであるとする．このとき，固有ベクトル写像と呼ばれる写像ϕ : TC → Picd(C)

が存在して，以下が成り立つことが知られている:

Proposition 2.3 (1) : X ∈ TC に対し，次数 g = genus(C) の一般有効因子 D1, D2 が存在して，
ϕ(X) = [D1 +(N −1) ·Q] = [D2 +(N −1) ·P]が成り立つ．特に d = g+N −1．

(2) : v = (g1,g2, . . . ,gN)
T を，X(y)v = x · vで定数倍を除いて定まるC上の有理型ベクトル値関数

C ∋ (x,y)→ v(x,y) ∈ PN−1 とする．このとき (1)の因子D1, D2は以下を満たす:

(g1/gN) = D2 +(N −1) ·P−D1 − (N −1) ·Q.

Proof. [3], Proposition 1. �

2.2 線形化定理

この章では H := D+E −F と定める．等位集合TC から自分自身への写像 σ , µ , ρ を

σ(X t
m) := SX t

mS−1, µ(X t
m) := Rt

mX t
m(R

t
m)

−1, ρ(X t
m) := Lt

m+1X t
m(L

t
m+1)

−1 (2.5)

で定めよう．等式 (2.3)によれば，これらの写像は元の KP方程式に対して n 7→ n+ 1, t 7→ t + 1,

m 7→ m+1の作用をする．さて，X t
m(y) ∈ TC に対して線形問題

X t
m(y)v

t
m(x,y) = x · vt

m(x,y), vt
m = (gt

m,1, . . . ,g
t
m,N)

T (2.6)

を考える．[]によれば，式 (2.6)は，ある H ×H 行列 Y t
m(x)を用いて

Y t
m(x) ·wt

m(x,y) = y ·wt
m(x,y), wt

m = (gt
m,1, . . . ,g

t
m,H)

T (2.7)

の形に書きなおせる．便宜的に (2.6)の形の行列方程式を x-form，(2.7)の形の行列方程式を y-form

と呼ぶことにしよう．

Example 2.4 x-form

 a1 b1 1

y a2 b2

b3y y a3


g1

g2

g3

= x

g1

g2

g3

,に対応する y-formは，

(
0 1

x−a3 −b3

)(
0 1

x−a2 −b2

)(
0 1

x−a1 −b1

)(
g1

g2

)
= y

(
g1

g2

)
である．

以下，写像 σ , µ , ρ の，x-form/y-form固有ベクトルに対する作用を計算しよう．
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(i) x-form固有ベクトルへの作用

式 (2.5)から，x-form固有ベクトルへの作用 σ , µ , ρ は，

σ : vt
m 7→ Svt

m, µ : vt
m 7→ Rt

mvt
m, ρ : vt

m 7→ Lt
m+1vt

m

で表される．各行列 S, Rt
m, Lt

m+1が可逆であるかどうかが，のちの計算で重要となる．

Lemma 2.5 直接計算により以下を得る
detS = (−1)N+1 · y, detRt

m = (−1)N+1(y− It), detLt
m+1 = (−1)N+1(y−Vm+1). �

(ii) y-form固有ベクトルへの作用

vt
m = (gt

m,1, . . . ,g
t
m,N)

T を x-form固有ベクトルとする．式 (2.6)から，gH+1 = ∑H
n=1 Gngn を満たす

xのみによる多項式 G1,G2, . . . ,GH が存在する (N ≥ H より)．以下で行列 Ŝ, R̂t
m, L̂t

m+1 を定めよう:

Ŝ =


0 1

0
. . .
. . . 1

G1 G2 · · · GH

 , R̂t
m =


It
m,1 1

It
m,2

. . .

. . . 1

G1 G2 · · · It
m,H +GH

 ,

L̂t
m+1 =


V t

m+1,1 1

V t
m+1,2

. . .

. . . 1

G1 G2 · · · V t
m+1,H +GH

 . (2.8)

σ , µ , ρ の y-formへの作用は以下で与えられる．

σ : wt
m 7→ Ŝwt

m, µ : wt
m 7→ R̂t

mwt
m, ρ : wt

m 7→ L̂t
m+1wt

m.

Lemma 2.6 直接計算より，以下を得る:

det Ŝ =

{
(−1)H+1 · {x−Λ} F = 0

(−1)H+1 · x F > 0
, det R̂t

m = det L̂t
m+1 = (−1)H+1 · x.

Proof. [2] Appendix A. �

以上の議論により，σ , µ , ρの作用は，固有ベクトルに対しては行列の積であらわされる．Propo-

sition 2.2で固有ベクトル写像と固有ベクトルの関係を見たが，行列 S, Rt
m,. . .たちが可逆でないよ

うな地点 (x,y) ∈Cにおいて固有ベクトルの成分 gt
m,1,g

t
m,2, . . . の次数は変化するため，これらの点

の情報から，固有ベクトル写像の像 ϕ(X t
m)への σ , µ , ρ の作用が決定される．詳しくは [2] §2.3を

参照．Lemma 2.5, 2.6により，以下を得る:

Theorem 2.7 (線形化定理) (I): ϕ(σ(X t
m)) = ϕ(X t

m)+ [P−Q]．
(II): ϕ(X t+1

m ) = ϕ(X t
m)+ [P−At ].

(III): ϕ(X t
m+1) = ϕ(X t

m)+ [P−Bm+1]. �

Proposition 2.3 (2)の一般因子D2を d(X t
m)と書く．(ϕ(X t

m) = [d(X t
m)+(N−1) ·P])．このとき，線

形化定理の系として以下を得る:
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Corollary 2.8 X t
mvt

m = x · vt
m, vt

m = (gt
m,1, . . . ,g

t
m,N)

T とするとき，

(gt
m,1/gt

m,N) = d(X t
m)+(N −1)P−d(σ−1X t

m)− (N −1)Q.

Proof. Proposition 2.2 (2)より [D1] = [d(X t
m)+(N −1) · (P−Q)] = [d(σ N−1X t

m)] = [d(σ−1X t
m)].ここ

で，D1も d(σ−1X t
m)も次数 gの一般因子であるから，両者は一致する． �

2.3 逆散乱

線形化定理 2.7は，rpdKPの運動をPicd(C)上の加算として表現したものである．今度は，Picd(C)

上の情報をTC 上に引き戻すことを考えねばならない．
スペクトル曲線 C に対し，シンプレクティック基底 α1, . . . ,αg;β1, . . . ,βg ∈ H1(C;Z)を固定し，∫

αi
ω j = δi, j をみたす正則微分形式 ω1, . . . ,ωg をとる．周期行列を Ω := (

∫
βi

ω j)i, j と書く．固定点
p0 ∈Cに対し, Abel-Jacobi写像 A : Div(C)→ Cg/(Zg +ΩZg)を

∑Yi −∑Z j 7→ ∑(
∫ Yi

p0
ω1, · · · ,

∫ Yi
p0

ωg)−∑(
∫ Z j

p0
ω1, · · · ,

∫ Z j
p0

ωg)

で定める．
次に，普遍被覆 π : U→Cを考えよう．点 p0 ∈Cの π による持ちあげ p0 ∈ Uを一つ固定してお

く．すると，自然な Abel-Jacobi写像の持ちあげ Ã : Div(U)→ Cg が一意的に存在する．もちろん
Ã(p0) = 0である．
今度は因子 d(X t

m) ∈ Divg(C)を持ちあげよう．ある固定されたm, tに対して，持ちあげD(X t
m) ∈

Divg(U) (s.t. π(D(X t
m)) = d(X t

m))が定まっているとする．Ai, Bi, Q, P ∈Cたちの持ちあげ Ãi, B̃i, Q̃,

P̃ ∈ Uを，関係
−F · Ã(P̃− Q̃)+∑D

j=1 Ã(P̃− Ã j)+∑E
j=1 Ã(P̃− B̃ j) = 0. (2.9)

が成り立つように選ぶ．(この関係式は，簡約 (1.4)から来る)．以上の準備のもと，因子D(σ(X t
m)),

D(X t+1
m ), D(X t

m+1) ∈ Divg(U)を以下で定める:

Ã(D(σ(X t
m))) = Ã(D(X t

m))+ Ã(P̃− Q̃), π(D(σ(X t
m))) = d(σ(X t

m)), (2.10)

Ã(D(X t+1
m )) = Ã(D(X t

m))+ Ã(P̃− Ãt), π(D(X t+1
m )) = d(X t+1

m ), (2.11)

Ã(D(X t
m+1)) = Ã(D(X t

m))+Ã(P̃− B̃m+1), π(D(X t
m+1)) = d(X t

m+1). (2.12)

さて，ここでU上の正則関数 τ t
m(p)= θ

(
Ã{D(X t

m)− p−∆}
)
を考えよう．ただし，θ(•)= θ(•;Ω)

Riemannテータ関数，∆∈ divg−1(U)持ちあげられた theta characteristic divisor ([4], Chap. II, cor. 3.11)

である. 混乱のない時には，文字 “Ã”を省いて τ t
m(p) = θ(D(X t

m)− p−∆)などと書くことにしよう．
τ t

m(p)は U上の正則関数であると同時に，C上の多価関数でもある．Riemannの消滅定理 ([4],

Chap. II, thm. 3.11)により，τ t
m(p)のゼロ点は d(X t

m)と一致することが言える.

τ t
m,n(p) := θ(D(σ n−1X t

m)− p−∆)とおく. テータ関数の準周期性 ([4], §II.1)と線形化定理により，
U上関数

Ψt
m(p) :=

τ t
m,2 · τ

t+1
m,1

τ t
m,1 · τ

t+1
m,2

(p) =
θ(D(σX t

m)− p−∆) ·θ(D(X t+1
m )− p−∆)

θ(D(X t
m)− p−∆) ·θ(D(σX t+1

m )− p−∆)

は，C上有理型関数でもあることがわかる．ところで一方 {τ t
m,nのゼロ点 }= d(σ n−1X t

m)なのだか
ら，corollary 2.8と Liouvilleの定理により，

Ψt
m(p) = c×

gt
m,2(p) ·gt+1

m,1 (p)

gt
m,1(p) ·gt+1

m,2 (p)
, cは定数 (2.13)
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なる別の表示も存在する．この第２の表示のおかげで，関数Ψt
m(p)の特別な点での値が計算できる．

Lemma 2.9 g.c.d.(D+E −F,N) = 1の条件のもとで，(i) Ψt
m(P) = c, (ii) Ψt

m(Q) = c×
It
m,1

It
m,2

.

Proof. (gt+1
m,1 ,g

t+1
m,2 , . . . ,g

t+1
m,N) = Rt

m · (gt
m1,g

t
m2, . . . ,g

t
mN)であるから,式 (2.13)より

Ψt
m = c×

gt
m,2 · (It

m,1gt
m,1 +gt

m,2)

gt
m,1 · (It

m,2gt
m,2 +gt

m,3)

である．Lemmaは以下の Factから従う．
Fact: g.c.d.(D+E −F,N) = 1の条件のもとで，次の (i), (ii)が成り立つ:

(i) kを k(P) = 0なるCの局所座標とする．このとき gt
m, j ∼ kN− j (k → 0)が成り立つ．

(ii) kを k(Q) = 0なるCの局所座標とする．このとき gt
m, j ∼ (Λk) j−1 (k → 0)が成り立つ．

(Factの証明は [1], Appendix A, [2], proposition 2.1を参照)． �

さて，θ(D(X)− Q̃−∆) = θ(D(X)+(P̃− Q̃)− P̃−∆) = θ(D(σX)− P̃−∆)であるから，

Ψt
m(Q) = σΨt

m(P), ただし σΨt
m(P) = σ

{
τ t

m,2 · τ
t+1
m,1

τ t
m,1 · τ

t+1
m,2

(p)

}
=

τ t
m,3 · τ

t+1
m,2

τ t
m,2 · τ

t+1
m,3

(p)

が成り立つ．よって Lemma 2.9は，It
m,2 ·σΨt

m(P) = It
m,1 ·Ψt

m(P)と言い換えられる．
同じ議論を σΨt

m(p)に行えば It
m,3 ·σ 2Ψt

m(P) = It
m,2 ·σΨt

m(P)を得，さらに繰り返すことにより

It
m,1 ·Ψt

m(P) = It
m,2 ·σΨt

m(P) = It
m,3 ·σ 2Ψt

m(P) = It
m,4 ·σ3Ψt

m(P) = · · ·

を得る．Ψt
m,n := σn−1Ψt

m(P)と書くことにすれば，等式Ψt
m,n+N = Ψt

m,n および It
m,nΨt

m,n = ε t
mを導

く．ここで，ε t
mは nに依らない複素数である．

同様の議論を，今度は関数

Φt
m(p) :=

τ t
m+1,1 · τ t

m,2

τ t
m,1 · τ t

m+1,2
(p) =

θ(D(X t
m+1)− p−∆) ·θ(D(σX t

m)− p−∆)
θ(D(X t

m)− p−∆) ·θ(D(σX t
m+1)− p−∆)

.

に対して行う．Corollary 2.8と Liouvilleの定理より

Φt
m(p) = c′×

gt
m,2(p) ·gt

m+1,1(p)

gt
m,1(p) ·gt

m+1,2(p)
, c′は定数 (2.14)

が成り立つ. Lemma 2.9と同様にして以下が証明できる:

Lemma 2.10 g.c.d.(D+E +F,N) = 1の条件のもとで，(i) Φt
m(P) = c′, (ii) Φt

m(Q) = c′×
V t

m+1,1

V t
m+1,2

. �

等式 Φt
m(Q) = σΦt

m(P)により lemma 2.10はV t
m+1,2 ·σΦt

m(P) =V t
m+1,1 ·Φt

m(P)と変形できる．こ
れは

V t
m+1,1 ·Φt

m(P) =V t
m+1,2 ·σΦt

m(P) =V t
m+1,3 ·σ 2Φt

m(P) = · · ·

を導くので，Φt
m,n := σ n−1Φt

m(P)と書くことにすれば，等式Φt
m,n+N = Φt

m,nおよびV t
m+1,nΦt

m,n = γ t
m

が成り立つ．ここで，γ t
mは nに依らない複素数である．

τ t
m+1,n := τ t

m,n(P̃)とおこう．これまでの議論から，It
m,n V t

m,n は以下を満たす．

It
m,n = ε t

m ×
τ t

m+1,nτ t+1
m+1,n+1

τ t
m+1,n+1τ t+1

m+1,n

, V t
m,n = γ t

m ×
τ t

m,nτ t
m+1,n+1

τ t
m+1,nτ t

m,n+1
. (2.15)
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2.4 rpdKPの一般解の表示

g-次元ベクトル a,bに対し，⟨a,b⟩ := aT b ∈ Cとしよう．
周期簡約条件 d(σ NX t

m) = d(X t
m)によって，ある整数ベクトル p, q ∈Zgが存在して Ã(N(P̃−Q̃)) =

p+Ωqが成立する. Riemannテータ関数の準周期性により，等式

τ t
m,n+N = τ t

m,n × exp(−2
√
−1π · ⟨q,z⟩−

√
−1π · ⟨q,Ωq⟩), z = Ã(D(σ n−1X t

m−1)− P̃−∆)

が成り立つ．式 (2.15)により，

It
m,1It

m,2 · · · It
m,N = {ε t

m}N ×
τ t

m+1,1τ t+1
m+1,N+1

τ t
m+1,N+1τ t+1

m+1,1

= {ε t
m}N × exp(−2

√
−1π · ⟨q, Ã(P̃− Ãt)⟩), (2.16)

V t
m,1V t

m,2 · · ·V t
m,N = {γ t

m}N ×
τ t

m,1τ t
m+1,N+1

τ t
m+1,1τ t

m,N+1
= {γ t

m}N × exp(−2
√
−1π · ⟨q, Ã(P̃− B̃m)⟩). (2.17)

積 ∏n It
m,n = It (resp. ∏nV t

m,n = Vm) は， t modD (resp. m modE) のみに依ることを思い出そう.

(Proposition 2.2). ε t ,γmは初期値のみによって決まる複素数であり，以下の等式で決定される:

ε t = {It}1/N · exp(2
√
−1N−1π · ⟨m, Ã(P̃− Ãt)⟩), (2.18)

γm = {Vm}1/N · exp(2
√
−1N−1π · ⟨m, Ã(P̃− B̃m)⟩). (2.19)

以下が本稿の結論である．

Theorem 2.11 Remark 1.1の条件のもとで，(2.15,2.18,2.19)は rpdKP(1.2–1.4)の一般解を与える．

謝辞: 本研究は科研費 (09J07090)の助成を受けたものである．
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