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帯行列の固有値を計算する離散可積分系について

東京理科大学大学院理学研究科 福田亜希子 (FUKUDA Akiko)
東京理科大学理学部 石渡恵美子 (ISHIWATA Emiko)
神戸大学大学院工学研究科 山本有作 (YAMAMOTO Yusaku)
京都府立大学生命環境学部 岩崎雅史 (IWASAKI Masashi)
京都大学大学院情報学研究科 中村佳正 (NAKAMURA Yoshimasa)

概 要 離散可積分系に分類される離散ハングリーロトカ・ボルテラ系及び離散ハングリー戸田方
程式の時間発展は，あるクラスの帯行列の相似変形を与える．この性質を利用して定式化された帯行
列の固有値計算アルゴリズムを紹介する．

1 はじめに

個々の生物種が複数の生物種を捕食することを想定した離散可積分系として，離散ハングリー
ロトカ・ボルテラ (dhLV: discrete hungry Lotka-Volterra)系⎧⎪⎨

⎪⎩
u(n+1)
k

M

∏
j=1

(1+δ (n+1)u(n+1)
k− j ) = u(n)

k

M

∏
j=1

(1+δ (n)u(n)
k+ j), k = 1,2, . . . ,Mm,

u(n)
−M+1 ≡ 0, u(n)

−M+2 ≡ 0, . . . ,u(n)
0 ≡ 0, u(n)

Mm+1 ≡ 0, . . . ,u(n)
Mm+M ≡ 0, n= 0,1, . . .

(1.1)

が知られている．ここで，Mm := (m−1)M+mであり，kは生物種の番号，nは離散時間，u(n)
k ,δ (n)

はそれぞれ離散時間 nにおける生物種 kの個体数，正の差分パラメータを表す．M= 1のとき，(1.1)
は個々の生物種が 1種の生物種を捕食する様子を記述した離散ロトカ・ボルテラ (dLV)系と一致
し，[3]では dLV系に基づいて，上 2重対角行列の特異値を計算するための dLVアルゴリズムが
定式化されている．dhLV系からも，dhLVアルゴリズムと名付けられた帯行列の複素固有値を求
めるためのアルゴリズムが定式化されている [1]．
戸田方程式から広田差分によって得られる離散戸田方程式⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q(n+1)
k = q(n)

k − e(n+1)k−1 + e(n)k , k = 1,2, . . . ,m,

e(n+1)k = e(n)k
q(n)
k+1

q(n+1)
k

, k = 1,2, . . . ,m−1,

e(n)0 ≡ 0, e(n)m ≡ 0, n= 0,1, . . .

(1.2)

は，対称な 3重対角行列の固有値計算のための qd (quotient difference)アルゴリズム [5]の漸化式
と一致することが知られている．この離散戸田方程式に対してもハングリー型の離散可積分系⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Q(n+M)
k = Q(n)

k +E(n)
k −E(n+1)

k−1 , k = 1,2, . . . ,m,

E(n+1)
k =

Q(n)
k+1E

(n)
k

Q(n+M)
k

, k = 1,2, . . . ,m−1,

E(n)
0 = E(n)

m = 0

(1.3)

が報告されている．(1.3)は離散ハングリー戸田（dhToda: discrete hungry Toda）方程式と呼ばれる
[4]．本報告では，2章で dhLV系，3章では dhToda方程式をもとに定式化される帯行列の固有値
計算アルゴリズム [2]を紹介し，4章では 2つのアルゴリズムの関連について述べる．
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2 離散ハングリーロトカ・ボルテラ系に基づく行列の固有値計算

本節では，dhLV系の性質から導かれる帯行列の固有値計算アルゴリズムについて述べる．まず，
dhLV系のラックス表示及び dhLV変数の漸近挙動を示す．dhLV系のラックス表示は以下で与えら
れる [1]．

R(n)L (n+1) = L (n)R(n), (2.1)

M︷ ︸︸ ︷

L (n) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 . . . 0 U (n)
1

1 0 . . . 0 U (n)
2

. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . U (n)

Mm
. . . . . . 0

. . . . . . ...
0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

R(n) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

V (n)
1 0
0 V (n)

2
... 0 . . .

0
... . . . . . .

δ (n) 0 . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

δ (n) 0 . . . 0 V (n)
Mm+M

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

︸ ︷︷ ︸
M

U (n)
k := u(n)

k

M

∏
j=1

(1+δ (n)u(n)
k− j), V (n)

k :=
M

∏
j=0

(1+δ (n)u(n)
k− j). (2.2)

dhLV変数の初期値は 0< u(0)
k < K0を満たすとする．ここで，K0は正の定数である．ラックス行

列R(n)において，δ (n) > 0と (1.1)を考慮すると，(2.2)より k= 1,2, . . . ,Mm+Mに対してV (n)
k ≥ 1

であることがわかる．よってR(n)の逆行列 (R(n))−1が存在し，(2.1)は以下のように書き換えら
れる．

L (n+1) = (R(n))−1L (n)R(n). (2.3)

(2.3)より，L (n)とL (n+1)は相似であり，dhLV系の時間発展 n→ n+1はL (n)の固有値保存変形
を与えることがわかる．よって，L (0)とL (1),L (2), . . . の固有値も同じといえる．さらに，単位
行列を I，任意の実数を dとすれば，L (0) +dIとL (1) +dI,L (2) +dI, . . . の固有値も同じとなる．
帯行列L (n)の成分U (n)

k に関する保存量は，以下のように与えられる [1]．

Mm
∑
k=1
U (n)
k =

Mm
∑
k=1
U (n+1)
k ,

m

∏
k=1
U (n)
Mk =

m

∏
k=1
U (n+1)
Mk . (2.4)

(2.4)の第 1式はL (n) の全固有値の (M+ 1)乗和，第 2式はL (n)の行列式の値と一致する．0 <

u(0)
k < K0より，正数 K1,K2に対して 0< ∑Mmk=1U

(0)
k < K1，0< ∏m

k=1U
(0)
Mk < K2が成立する．(2.4)よ
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り，任意の nに対して 0< u(n)
k <Kとなることがわかる．ここで，Kは正数である．このとき，dhLV

変数 u(n)
k の n→ ∞における漸近挙動は以下のようになる [1]．

lim
n→∞

u(n)
Mk = ck, k = 1,2, . . . ,m, (2.5)

lim
n→∞

u(n)
Mk+p = 0, k = 1,2, . . . ,m−1, p= 1,2, . . . ,M. (2.6)

ここで，ckは正数であり，c1 ≥ c2 ≥ ·· · ≥ cmを満たす．(2.2)，(2.5)，(2.6)より，U (n)
k と V

(n)
k の極

限が存在するので，L (n) +dIの極限は以下のようになる．

L (d) := lim
n→∞

(L (n) +dI)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

L1(d) O
EM L2(d)

. . . . . .
O EM Lm(d)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

ただし，ブロック行列Lk(d)，EM は (M+1)× (M+1)行列

Lk(d) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
d ck
1 d

. . . . . .
0 1 d

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , EM :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 1
. . . 0

. . . ...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

である．このとき，明らかに det(λ I−Lk(d)) = (λ −d)M+1− ckなので，L (d)の固有多項式は

det(λ I−L (d)) =
m

∏
k=1

{
(λ −d)M+1− ck

}
(2.7)

となる．これは，L (d)の固有値が ckの (M+1)乗根に dを加えた値であることを意味する．L (d)
とL (n) +dIが相似であることから，L (n) +dIの固有値は次式で与えられる．

λk,� = M+1
√
ck

{
cos

(
2�π
M+1

)
+ isin

(
2�π
M+1

)}
+d, (2.8)

� = 1,2, . . . ,M+1, k = 1,2, . . . ,m.

ある有限の nでは，L (0) +dIの固有多項式は近似的に∏m
k=1{(λ −d)M+1−U (n)

Mk }と因数分解され，
nが大きくなるにつれて (2.7)の右辺に近づく．以上より，dhLVアルゴリズムと名づけられた帯行
列L (0) +dIの固有値計算アルゴリズムが定式化される．M,m,d,U (0)

k の値は初期行列L (0) +dIよ
り定め，δ (n) > 0とする．つづいて，L (0) +dIの成分U (0)

k をもとに dhLV系の初期値を

u(0)
k =

U (0)
k

∏M
j=1(1+δ (0)u(0)

k− j)
, k = 1,2, . . . ,Mm (2.9)

とする．(2.9)の値をもとに，dhLV系を利用して，すなわち，

u(n+1)
k = u(n)

k

M

∏
j=1

1+δ (n)u(n)
k+ j

1+δ (n+1)u(n+1)
k− j

, k = 1,2, . . . ,Mm

によって u(1)
k ,u(2)

k , . . . を逐次的に求め，十分小さな ε > 0に対してmaxk �=M1,M2...,Mm u
(n)
k < ε が満た

された時点で反復を停止する．そのときの u(n)
Mk の値を ckの近似値とみなせば，(2.8)よりL (0) +dI

の固有値が得られる．
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3 離散ハングリー戸田方程式に基づく行列の固有値計算

qdアルゴリズムの漸化式とみなすことができる (1.2)は，減算をなくして，加算と乗除算からな
る漸化式に書き換えられる．differential型の qd，いわゆる dqdアルゴリズムは，この減算なしの
漸化式を利用したアルゴリズムである [5]．qdアルゴリズムの漸化式，つまり離散戸田方程式に
ならい，dhToda方程式 (1.3)も減算のない differential型へ変形する．まず，新しい変数 D(n)

k を導
入する．

D(n)
1 = Q(n)

1 , D(n)
k = Q(n)

k −E(n+1)
k−1 , k = 2,3, . . . ,m.

このとき，(1.3)より D(n)
k と D

(n)
k+1の関係式

D(n)
k+1 =

Q(n)
k+1

Q(n+M)
k

D(n)
k (3.1)

が得られる．(3.1)のQ(n)
k+1/Q

(n+M)
k はdhToda方程式の第2式にも現れる．これをF(n)

k+1 :=Q
(n)
k+1/Q

(n+M)
k

とし，D(n)
k と F

(n)
k を使って dhToda方程式を書き換えると次式が得られる．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Q(n+M)
k = E(n)

k +D(n)
k , k = 1,2, . . . ,m,

E(n+1)
k = F(n)

k+1E
(n)
k , k = 1,2, . . . ,m−1,

D(n)
k+1 := F

(n)
k+1D

(n)
k , F(n)

k+1 :=
Q(n)
k+1

Q(n+M)
k

.

(3.2)

(3.2)の初期値を Q(0)
k > 0, Q(1)

k > 0, . . . ,Q(M−1)
k > 0，E(0)

k > 0とすれば，正数の加算及び乗除算に
よって時間発展 n→ n+1が行われるので，あらゆる nに対して Q(n)

k > 0，E(n)
k > 0となる．この

正値性を利用すれば，n→ ∞における dhToda変数の漸近挙動について次の定理が導かれる．

定理 3.1 dhToda変数の初期値を Q(0)
k > 0, Q(1)

k > 0, . . . ,Q(M−1)
k > 0，E(0)

k > 0とする．このとき，

lim
n→∞

E(n)
k = 0, k = 1,2, . . . ,m−1, (3.3)

lim
n→∞

M−1
∏
j=0
Q(n− j)
k =Ck, k = 1,2, . . . ,m. (3.4)

ここで，定数CkはC1 ≥C2 ≥ ·· · ≥Cm > 0を満たす．

M= 1のとき，E(n)
k = e(n)k ,Q(n)

k = q(n)
k なので，定理 3.1は離散戸田変数の n→ ∞における漸近挙動を

示す．M = 2,3, . . . のとき，nが十分大きくなるとQ(n)
k の値は周期的に変動するが，積∏M−1

j=0 Q
(n− j)
k

が正数Ckに収束する．
つづいて，dhToda方程式に関する以下のラックス表示から保存量について考察する．

L(n+1)R(n+M) = R(n)L(n), (3.5)

L(n) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · · · · 0

E(n)
1 1 . . . ...

0 E(n)
2

. . . . . . ...
... . . . . . . 1 0
0 · · · 0 E(n)

m−1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, R(n) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q(n)
1 1 0 · · · 0

0 Q(n)
2 1 . . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . . . . 1
0 · · · · · · 0 Q(n)

m .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (3.6)
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ここで，(3.6)のラックス行列の積によって定義される

A(n) := L(n)R(n+M−1)R(n+M−2) · · ·R(n+1)R(n) (3.7)

を導入する．このとき，R(n)は正則なので，(3.5)より A(n+1) = R(n)A(n)(R(n))−1が得られる．これ
は，dhToda方程式の時間発展 n→ n+1を利用して，A(n)から A(n+1)への相似変形が実行できる
ことを意味する．明らかに Tr{(A(n)) j} ( j = 1,2, . . . ,m)は保存量であり，[4]でも番号付き箱玉系の
保存量として示されている．[4]では，dhToda方程式を利用して具体的に固有値を求める方法につ
いては言及されていない．以下では，dhToda方程式から導かれる dhTodaアルゴリズム [2]と名付
けられた帯行列 A(0)の固有値計算アルゴリズムを紹介する．
m>Mのとき，A(0) = L(0)R(M−1)R(M−2) · · ·R(0)は

M︷ ︸︸ ︷

A(0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∗ · · · ∗ 1 0
∗ . . . . . . ∗ . . .

∗ . . . . . . . . . 1
. . . . . . . . . ∗

. . . . . . ...
0 ∗ ∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

となる．ここで，∗は非零成分であり，右上の帯成分は 1に固定される．つまり，A(0) は下帯幅
1，上帯幅MのHessenberg行列となる．m≤Mならば，A(0)は上 3角部分が密なHessenberg行列
となる．右上の 1以外の非零成分は Q(0)

k ,Q(1)
k , . . . ,Q(M−1)

k 及び E(0)
k の積和で表現される．dhToda

方程式の時間発展 n→ n+1によって A(0)から A(n)へ相似変形されるが，その A(n)の下側副対角
成分，すなわち，第 (i+1, i)成分は E(n)

i ∏M−1
j=0 Q

(n+ j)
i で与えられる．dhToda変数 Q(n)

k は有界なの
で，定理 3.1より n→ ∞において A(n) の第 (i+ 1, i)成分は全て 0に，また A(n) の第 (i, i)成分は
Ck = limn→∞ ∏M−1

j=0 Q
(n− j)
i に収束することがわかる．よって，n→ ∞において A(n)は上 3角行列に

収束するので，その対角成分Ckが A(0)の固有値となる．
初期行列 A(0)をもとに正数m,M及び E(0)

k ,Q(0)
k ,Q(1)

k , . . . ,Q(M−1)
k を定め，dhToda方程式の differ-

ential型 (3.2)によって時間発展 n→ n+1を繰り返す．十分小さな ε > 0に対してmaxk E(n)
k < εを

満たされた段階で反復を停止すると，∏M−1
j=0 Q

(n− j)
k が A(0)の固有値を与える．

4 dhLVアルゴリズムと dhTodaアルゴリズム

(3.7)の L(n),R(n),R(n+1), . . . ,R(n+M−1)をブロックとして並べた (M+1)m次の拡大行列

B(n) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L(n)

R(n+M−1)

R(n+M−2)
. . .

O R(n)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

を考える．ここで， j = 1,2, . . . ,M+1, k = 1,2, . . . ,mに対し，
(
(k−1)(M+1)+ j,( j−1)m+ k

)
成

分が 1で，残りの成分が 0となる置換行列 Pを導入すると，PB(n)は B(n)の第 (( j−1)m+ k)行が
第 ((k−1)(M+1)+ j)行に変換された行列，B(n)P	は B(n)の第 (( j−1)m+k)列が第 ((k−1)(M+
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1)+ j)列に変換された行列となる．また，PB(n)P	に適当な対角行列Dによる相似変換を施すと，
DPB(n)P	D−1は dhLVアルゴリズムが適用できる行列L (n)となる．一連の変換において固有値不
変であり，B(n)とL (n)の固有値は一致する．さらに，[6]の定理によれば A(n)の固有値の (M+1)
乗根は B(n) の固有値と一致するので，A(n) の固有値の (M+ 1)乗根と L (n) の固有値が等しいと
結論付けられる．すなわち，dhTodaアルゴリズムにおける収束値Ckの (M+1)乗根は，dhLVア
ルゴリズムで求まるL (n)の固有値と一致する．逆に，dhLVアルゴリズムにおける収束値 ck は，
dhTodaアルゴリズムで求まる A(n)の固有値と等しくなる．

5 まとめ

本報告では，まず dhLV系のラックス表示と dhLV変数の漸近挙動を明らかにし，帯行列の複
素固有値が計算できる dhLVアルゴリズムを示した．dhLVアルゴリズムでは dhLV系の時間発展
n→ n+1を利用して，帯行列を相似なブロック対角行列に近づける．得られたブロック対角行列
の固有値は dhLV変数の収束値の (M+1)乗根で与えられる．一方，dhTodaアルゴリズムの定式
化には，dhToda方程式の時間発展 n→ n+1によって，上 Hessenberg行列が上 3角行列に相似変
形できることを利用した．dhToda変数で表現される上 3角行列の対角成分は n→ ∞において定数
に収束し，その定数が上Hessenberg行列の固有値となる．さらに，dhTodaアルゴリズムで求まる
固有値は dhLVアルゴリズムでも求まり，逆もまた成り立つことを述べた．
dhLVアルゴリズム，dhTodaアルゴリズムに対する収束加速のための原点シフト導入は今後の
課題である．
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