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GL(3)型Atiyah-Ward仮説とモノドロミー保存変形
立教大学大学院理学研究科 足立 好輝

立教大学理学部 筧 三郎

概 要

SU(2)自己相対ヤン・ミルズ方程式と Painlevé方程式 (以下 PV I と略す) の関連が知られ
ている [1, 2]. 一方, 近年では, 3× 3の線形問題をもつ高次元 Painlevé方程式が調べられてい
る [3, 4]. そこで, ここでは, 3× 3 Riemann-Hilbert分解から出発して, そこから得られる方程
式を考察する.

1 2× 2 Riemann-Hilbert分解とPainlevé VI

まずは 2× 2 Riemann-Hilbert分解とPainlevé VIとの関係を概観しておく. 関数 ρ(z)は |z| = 1

を含む円環領域で正則と仮定し, ρ(z)は |z| = 1 において以下のように Laurent展開されるものと
する：

ρ(z) =
∑
n∈Z

ρnz
−n, ρn =

1

2πi

∮
|z|=1

ρ(z)zn−1dz. (1)

さらに，展開係数 ρn がパラメータ {ui, vi}i=1,2 に依存するものとして，ρn = ρn(u1, v2, u2, v2),

ρ(z) = ρ(z;u1, v2, u2, v2) とみなす．ここで, 記号を簡単にするために,

D
(1)
i = ∂vi − z∂ui , D(2) = ∂z −

m∑
i=1

vi∂vi , D
(3)
i = ui∂ui + vi∂vi (i = 1, 2) (2)

とおき, ρ(z)は次の関係式を満たすものとする：

D
(1)
i ρ(z) = 0, D(2)ρ(z) = 0, D

(3)
i ρ(z) = θiρ(z) (i = 1, 2). (3)

ここで, N 次行列式 ∆N を次のように定める:

∆N = det (ρi−j)
N
i,j=1 . (4)

天下りだが, 次の行列値関数を考える (Atiyah-Ward仮説):

P (z) =

(
zN ρ(z)

0 z−N

)
. (5)

定理 1 ([5]) 条件 ∆n ̸= 0が成り立つとき, 次の関係を満たす行列値関数W (z),W (z)が一意的に
存在する:

W (z)P (z) = W (z),

W (z) : |z| ≥ 1で正則,W (z) = E +
∑
n∈N

z−nWn,

W (z) : |z| ≤ 1で正則,W (z) = G0 +
∑
n∈N

znWn.

ここで Eは単位行列であり, W (z),W (z)の係数行列 {Wj ,W j}j∈N, およびG0の成分は, {ρn}を
成分とする行列式で表される. また, P (z)の相似性に注意することで, W (z),W (z)の満たす微分
方程式を導出することができる.
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定理 2 zによらない行列Ai, Bi, C が存在してW (z),W (z)に関する次の微分方程式が成り立つ:

D
(1)
i W = BiW, D

(1)
i W = BiW, (6)

D(2)W = CW +NWE2, D(2)W = CW +NWE1, (7)

D
(3)
i W = AiW − θiWE1, D

(3)
i W = AiW − θiWE1. (8)

ただし, E1 = diag (1, 0), E2 = diag (0, 1) とする.

以上の準備の下で，PV Iの線形問題を導出する [2]. パラメータmをm = 2とし, Ψ(z;u1, v1, u2, v2) =

W
(
z−NE1 + E2

)
を考える. 以下の相似性に注意する:

Ψ(λz;u1, λ
−1v1, u2, λ

−1v2) = (E1 + λ−NE2)Ψ,

Ψ(z;λu1, λv1, u2, v2) = (λθ1E1 + E2)Ψ, Ψ(z;u1, v1, λu2, λv2) = (λθ2E1 + E2)Ψ.
(9)

さらに, (6)より以下の微分方程式が成り立つ:

(∂v1 − z∂u1)Ψ = B1Ψ, (∂v2 − z∂u2)Ψ = B2Ψ. (10)

また, (9)式の両辺を λで偏微分し, λ = 1を代入することで次を得る:

(v1∂v1 + v2∂v2)Ψ = z∂zΨ+NE2Ψ,

(u1∂u1 + v1∂v1)Ψ = θ1E1Ψ, (u2∂u2 + v2∂v2)Ψ = θ2E1Ψ.
(11)

ここで, (10), (11)より,

v1∂v1Ψ =

(
θ1E1 +

u1(v1B1 − θ1E1)

u1 + zv1

)
Ψ, (12)

v2∂v2Ψ =

(
θ2E1 +

u2(v2B2 − θ2E1)

u2 + zv2

)
Ψ (13)

を得る. こうして次が得られる:

z∂zΨ =

(
(θ1 + θ2)E1 −NE2 +

u1(v1B1 − θ1E1)

u1 + zv1
+

u2(v2B2 − θ2E1)

u2 + zv2

)
Ψ. (14)

ここでP の条件に戻って考える. P (λz;u1, λ
−1v1, u2, λ

−1v2) =

(
1 0

0 λ−N

)
P (z)

(
λN 0

0 1

)
が

分かっているので, この式に P = W−1W を代入し, zの正べきに注目すると,

W (λz;u1, λ
−1v1, u2, λ

−1v2) =

(
1 0

0 λ−N

)
W

(
λN 0

0 1

)

を得る. この式を λで偏微分し λ = 1を代入すると,

(v1∂v1 + v2∂v2)W = z∂zW +NE2W −NWE1

となる. W = G0 +O(z)なので, z0の項に注目すると,

(v1∂v1 + v2∂v2)G0 = NE2G0 −NG0E1.
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また, (6)においても同様に z0の項のみを考えると ∂v1G0 = B1G0が成立するので先の式に代入す
ると, v1B1G0 + v2B2G0 = NE2G0 −NG0E1 が成り立ち, 右からG−1

0 をかければ,

v1B1 + v2B2 −NE2 = −G0

(
N 0

0 0

)
G−1

0 (15)

が成り立つことが分かる.また,ほかの相似性よりP (z;λu1, λv1, u2, v2) =

(
λθ1 0

0 1

)
P (z)

(
λ−θ1 0

0 1

)
であり, 先と同様に P = W−1W を代入し zの正べきのみ考えれば,

W (z;λu1, λv1, u2, v2) =

(
λθ1 0

0 1

)
W (z)

(
λ−θ1 0

0 1

)

となる. ここで λで偏微分し, λ = 1を代入し (6)を用いれば,

(u1 + zv1)∂u1W + v1B1W = θ1E1W − θ1WE1

を得る.ここで, W は z = −u1
v1
で正則だと仮定し, W

(
z = −u1

v1

)
= G1とおくと,

v1B1G1 = θ1E1G1 − θ1G1E1 ⇐⇒ v1B1 − θ1E1 = −θ1G1E1G
−1
1 (16)

を得る. 同様にして, W は z = −u2
v2
で正則だと仮定し, W

(
z = −u2

v2

)
= G2とおけば,

v2B2 − θ2E1 = −θ2G2E1G
−1
2 (17)

を得る. (16), (17)を (14)に代入すると,

z∂zΨ =
{
(θ1 + θ2 +N)E1 +

−θ1u1G1E1G
−1
1

v1z+u1
+

−θ2u2G2E1G
−1
2

v2z+u2
−NE

}
Ψ (18)

となる.さらに
u1
v1

= −1,
u2
v2

= −1とおき, さらにΨ = z−NY とすれば,

z∂zY =

{
(θ1 + θ2 +N)E1 +

θ1G1E1G
−1
1

z − 1
+

tθ2G2E1G
−1
2

z − t

}
Y (19)

とできる. ここで −NG0E1G
−1
0 = A0, θ1G1E1G

−1
1 = A1, θ2G2E1G

−1
2 = Atとおき, (15)～(17)

より, (θ1 + θ2 +N)E1 = A0 +A1 +Atに注意すると,

(24) ⇐⇒ ∂zY =

{
A0

x
+

A1

x− 1
+

At

x− t

}
Y (20)

となる. ここで detAi = 0, trAi ̸= 0 (i = 0, 1, t) に注意すれば, PV I の線形問題 [6] が得られたこ
とが分かる.

2 3× 3 Riemann-Hilbert分解

ここからは 3 × 3 Riemann-Hilbert分解を考え, 何が得られるのかを考えていく. 新たに関数
ρ(z), ρ̂(z)を考える. ρ(z), ρ̂(z)は |z| = 1を含む円環領域で正則と仮定し, 以下のように Laurent
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展開されるとする：

ρ(z) =
∑
n∈Z

ρnz
−n, ρn =

1

2πi

∮
|z|=1

ρ(z)zn−1dz, (21)

ρ̂(z) =
∑
n∈Z

ρ̂nz
−n, ρ̂n =

1

2πi

∮
|z|=1

ρ̂(z)zn−1dz. (22)

ここで D
(1)
i , D

(3)
i (i = 1, 2) を先と同様とし, 新たに D̂

(1)
i , D(2), D̂

(3)
i を

D̂
(1)
1 = ∂v̂i − z∂ûi

, D(2) = z∂z −
m∑
i=1

vi∂vi −
m̂∑
i=1

v̂i∂v̂i , D̂
(3)
i = ûi∂ûi

+ v̂i∂v̂i (23)

とおく. このとき, ρ(z), ρ̂(z)は以下を満たすものとする:

D
(1)
i ρ(z) = 0, D̂

(1)
i ρ̂(z) = 0, D(2)(z)ρ(z) = 0, D2ρ̂(z) = 0,

D
(3)
i ρ(z) = θiρ(z), D̂

(3)
i ρ̂(z) = θ̂iρ̂(z).

(24)

ここで以下のように ∆N1+N2 を定義する:

∆N1+N2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρ0 ρ−1 · · · ρ−N1+1 ρ̂0 ρ̂−1 · · · ρ̂−N2+1

ρ1 ρ0 · · · ρ−N1+2 ρ̂1 ρ̂0 · · · ρ̂−N2+2

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

ρN1+N2−1 ρN1+N2−2 · · · ρN2 ρ̂N1+N2−1 ρ̂N1+N2−2 · · · ρ̂N1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (25)

天下りだが, 次の行列値関数を考える:

P (z) =

 zN1 0 ρ(z)

0 zN2 ρ̂(z)

0 0 z−N1−N2

 (26)

を考える. このとき，以下の定理が成立する:

定理 3 条件 ∆N1+N2 ̸= 0が成り立つとき, 次の関係を満たす行列値関数W (z),W (z)は一意的に
存在する:

W (z) P (z) = W (z)

W (z) : |z| ≥ 1で正則,W (z) = E +
∑
n∈N

z−nWn

W (z) : |z| ≤ 1で正則,W (z) = G0 +
∑
n∈N

znWn.

ここで, Eは単位行列, W (z),W (z)の係数行列 {Wj ,W j}j∈N, および G0の成分は, {ρn, ρ̂n}を成
分とする行列式で表される. また, P (z)の相似性に注意することで, W (z),W (z)の満たす微分方
程式を導出できる.

定理 4 zによらない行列Ai, Âi, Bi, B̂i, Cが存在してW (z),W (z)に関する次の微分方程式が成り
立つ:

D
(1)
i W = BiW,D

(1)
i W = BiW, D̂

(1)
i W = B̂iW, D̂

(1)
i W = B̂iW (27)

D(2)W = CW + (N1 +N2)WE3, D(2)W = CW +N1WE1 +N2WE2, (28)

D
(3)
i W = AiW − θiWE1, D

(3)
i W = AiW − θiWE1,

D̂
(3)
i W = ÂiW − θ̂iWE2, D̂

(3)
i W = ÂiW − θ̂iWE2. (29)

ただし, Ea = (δijδia)i,j=1,2,3 (a = 1, 2, 3) とする.
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ここで, m = 2とし, Ψ(z;u1, v1, u2, v2, û1, v̂1, û2, v̂2) = W
(
λ−N1E1 + λ−N2E2 + E3

)
を考える.

先と同様に以下の相似性に注意する:

Ψ(λz;u1, λ
−1v1, u2, λ

−1v2, û1, λ
−1v̂1, û2, λ

−1v̂2) = (E1 + E2 + λ−N1−N2E3)Ψ (30)

Ψ(λu1, λv1, u2, v2, û1, v̂1, û2, v̂2) = (λθ1E1 + E2 + E3)Ψ (31)

Ψ(u1, v1, λu2, λv2, û1, v̂1, û2, v̂2) = (λθ2E1 + E2 + E3)Ψ (32)

Ψ(u1, v1, u2, v2, λû1, λv̂1, û2, v̂2) = (E1 + λθ̂1E2 + E3)Ψ (33)

Ψ(u1, v1, u2, v2, û1, v̂1, λû2, λv̂2) = (E1 + λθ̂2E2 + E3)Ψ. (34)

また, (27)より以下の微分方程式が成立する:

(∂v1 − z∂u1)Ψ = B1Ψ, (∂v2 − z∂u2)Ψ = B2Ψ, (∂v̂1 − z∂û1
)Ψ = B̂1Ψ, (∂v̂2 − z∂û2

)Ψ = B̂2Ψ.(35)

また, (30)～(34)を λで偏微分し, λ = 1とすることで以下が得られる:

(v1∂v1 + v2∂v2 + v̂1∂v̂1 + v̂2∂v̂2)Ψ = z∂zΨ+ (N1 +N2)E3Ψ (36)

(u1∂u1 + v1∂v1)Ψ = θ1E1Ψ, (u2∂u2 + v2∂v2)Ψ = θ2E1Ψ, (37)

(û1∂û1
+ v̂1∂v̂1)Ψ = θ̂1E2Ψ, (û1∂û1

+ v̂1∂v̂1)Ψ = θ̂1E2Ψ. (38)

ここで, (35), (37) より

v1∂v1Ψ =

{
u1v1

u1 + zv1
B1 +

zv1θ1E1

u1 + zv1

}
Ψ =

{
θ1E1 +

u1(v1B1 − θ1E1)

u1 + zv1

}
Ψ (39)

が得られる. 同様にして,

v1∂v1Ψ =

{
θ1E1 +

u1(v1B1 − θ1E1)

u1 + zv1

}
Ψ, v2∂v2Ψ =

{
θ2E1 +

u2(v2B2 − θ2E1)

u2 + zv2

}
Ψ,

v̂1∂v̂1Ψ =

{
θ̂1E2 +

û1(v̂1B̂1 − θ̂1E2)

û1 + zv̂1

}
Ψ, v̂1∂v̂1Ψ =

{
θ̂2E2 +

û2(v̂2B̂2 − θ̂2E2)

û2 + zv̂2

}
Ψ (40)

を得る. これらを (36)に代入すると,

z∂zΨ =


 θ1 + θ2 0 0

0 θ̂1 + θ̂2 0

0 0 −N1 −N2

+
2∑

i=1

ui(viBi − θiE1)

ui + zvi
+

2∑
i=1

ûi(v̂iB̂i − θ̂iE2)

ûi + zv̂i

Ψ(41)

ここで P の条件に戻って考えよう.

P (λz;u1, λ
−1v1, u2, λ

−1v2, û1, λ
−1v̂1, û2, λ

−1v̂2) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 λ−N1−N2

P

 λN1 0 0

0 λN2 0

0 0 1


だった. ここで P = W−1W を代入し zの正べきを考えると, 次が得られる:

W (λz;λ−1v1, λ
−1v2, λ

−1v̂1, λ
−1v̂2) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 λ−N1−N2

W

 λN1 0 0

0 λN2 0

0 0 1

 . (42)
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この両辺を λで偏微分し, λ = 1を代入すると,

(v1∂v1 + v2∂v2 + v̂1∂v̂1 + v̂2∂v̂2)W = z∂zW + (N1 +N2)E3W −N1WE1 −N2WE2

となる. ここで, W = G0 +O(z)を代入し, z0の項に注目すると,

(v1∂v1 + v2∂v2 + v̂1∂v̂1 + v̂2∂v̂2)G0 = (N1 +N2)E3G0 −N1G0E1 −N2G0E2 (43)

となる.さらに, (35)においても z0の項に注目すると,

v1∂v1G0 = B1G0, v2∂v2G0 = B2G0, v̂1∂v̂1G0 = B̂1G0, v̂2∂v̂2G0 = B̂2G0

が分かる. これらを (43)に代入すると,

(v1B1 + v2B2 + v̂1B̂1 + v̂2B̂2)G0 = (N1 +N2)E3G0 −G0(N1E1 +N2E2)

が成り立つ. 右からG−1
0 をかければ,

v1B1 + v2B2 + v̂1B̂1 + v̂2B̂2 +

 0 0 0

0 0 0

0 0 −N1 −N2

 = G0

 −N1 0 0

0 −N2 0

0 0 0

G−1
0 (44)

が得られる. また, 相似性 P (λu1, λv1) =

 λθ1 0 0

0 1 0

0 0 1

P

 λ−θ1 0 0

0 1 0

0 0 1

 において, P =

W−1W とし, zの正べきのみ考えると,

W (λu1, λv1) =

 λθ1 0 0

0 1 0

0 0 1

W

 λ−θ1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (45)

となる. λで偏微分し, λ = 1を代入し, さらに (39)を用いれば,

(u1 + zv1)∂u1 + v1B1W = θ1E1W − θ1WE1

を得る. ここでW は z = −u1
v1
で正則であると仮定し, W

(
z = −u1

v1

)
= G1とおくと

v1B1 − θ1E1 = −θ1G1E1G
−1
1 (46)

を得る. 同様にして,

v2B2 − θ2E1 = −θ2G2E1G
−1
2 , v̂1B̂1 − θ̂1E2 = −θ̂1Ĝ1E2Ĝ

−1
1 , v̂2B̂2 − θ̂2E2 = −θ̂2Ĝ2E2Ĝ

−1
2 (47)

を得る. これらを (41)に代入すれば,

z∂zΨ =


 θ1 + θ2 0 0

0 θ̂1 + θ̂2 0

0 0 −N1 −N2

−
2∑

i=1

θiuiGiE1G
−1
i

viz + ui
−

2∑
i=1

θ̂iûiĜiE2Ĝ
−1
i

v̂iz + ûi

Ψ (48)
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を得る. ここで,
u1
v1

=
û1
v̂1

= −1,
u2
v2

= −t,
û2
v̂2

= −t̂, とおき，改めて A1 = θ1G1E1G
−1
1 , At =

θ2G2E1G
−1
2 , Â1 = θ̂1Ĝ1E2Ĝ

−1
1 , Â2 = θ̂2Ĝ2E2Ĝ

−1
2 とし, さらに

A0 +A1 +At + Â1 + Ât = (θ1 + θ2)E1 +
(
θ̂1 + θ̂2

)
E2 − (N1 +N2)E3

とおけばA0 = −G0(N1E1 +N2E2)G
−1
0 となる. よって (48)は,

z ∂zΨ =

{
(A0 +A1 +At + Â1 + Ât) +

A1

z − 1
+

tAt

z − t
+

Â1

z − 1
+

t̂Ât

z − t̂

}
Ψ

⇐⇒ ∂zΨ =

{
A0

z
+

A1

z − 1
+

At

z − t
+

Â1

z − 1
+

Ât

z − t̂

}
Ψ (49)

となる. ここでA0, A1, At, Â1, Ât についての重要な値を下記の表にまとめておく:

A0 A1 At Â1 Ât

det 0 0 0 0 0

tr −N1 −N2 θ1 θ2 θ̂1 θ̂2

固有値 −N1, −N2, 0 θ1, 0, 0 θ2, 0, 0 θ̂1, 0, 0 θ̂2, 0, 0

こうして得られた系は，[7] で与えられているハミルトン系の 1つである. [4, 7]での他のハミルト
ン系を今回のようなアプローチで扱えるかどうかは，今後の課題である.
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