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西日本工業大学

概 要

Max Plus の連立線形方程式から変数を消去しようとすると、方程式が極端に複雑になってしまう事が
多い。ここでは、あるクラスのMax Plus線形方程式では、その様な複雑化が起らず、可解条件を超離散
パーマネント (Max Plusでの行列式)を使って簡潔に表せる事を示す。

1 Introduction

ソリトンセルオートマトンは、差分可積分方程式の超離散極限を取る事で得られ、その過程で足し算とか

け算は、最大値を取るMaxと足し算とにそれぞれ移される。この対応関係を使ってソリトンセルオートマ

トンの色々な性質を明らかに出来るが、差分可積分方程式で言える事の全てが、ソリトンセルオートマトン

でも言える訳ではない。Max 演算には逆演算が存在しないからである。線形方程式を連立させて、変数を

消去する事も、Max Plus方程式では簡単でない。

これまでの研究では、ソリトンセルオートマトンの Bäcklund変換を研究し、その過程で 2変数 2連立

Max Plus線形方程式が有限な解を持つ為の条件を、行列式に相当するもの (超離散パーマネント)で表せ

る事を明かにした [2]。この結果を一般化して、Max Plus線形方程式が解を持つ為の条件を明らかにした

い。しかしながら、一般的Max Plus線形方程式から変数を消去しようとすると、条件が複雑になってし

まって、見通しが立たない。ここでは、Max Plus連立方程式の中でも基本的と思われる以下の 3個のクラ

スのMax Plus 線形方程式を取り上げ、これらの方程式が有限な解を持つ為の必要十分条件を調べる。

Case 1)

aii + xi = max
k=1, ··· , n

(aik + xk), (i = 1, · · · , n) (1)

Case 2)

max
k ̸=i

k=1, ··· , n

(aik + xk) = max
k=1, ··· , n

(aik + xk), (i = 1, · · · , n) (2)

Case 3)

aii + xi = max
k ̸=i

k=1, ··· , n

(aik + xk) , (i = 1, · · · , n) (3)

以下では、係数の内の対角成分 aii, i = 1, , · · · , nが 0である事を仮定する。

aii = 0, i = 1, 2, · · · , n

係数を aij → aij − aii と置き換えれば、容易に aii を再現出来るからである。
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2 2変数2連立Max Plus方程式の可解条件

まずは解を持つ為の条件を調べる為の基本的な道具として、複数の方程式から 1個の変数を消去する為

の、以下の定理を紹介したい。

Theorem 1 [3] 2変数 x, yに対する n連立Max Plus線形方程式

max(ai1 + x, ai2 + y) = max(ãi1 + x, ãi2 + y), (i = 1, · · · , n) (4)

が、有限な解を持つのは、係数 aij , ãij が以下の条件を満す時であり、かつその時に限る。

max(ai1 + ãi2, ãi1 + ai2)

= max(ai1 + ai2, ãi1 + ai2, ai1 + ãi2, ãi1 + ãi2), (i = 1, · · · , n)

(5)

max(ai1 + aj2, ãi1 + ãj2, ai2 + ãj1, ãi2 + aj1)

= max(ai1 + ãj2, ãi1 + aj2, ai2 + aj1, ãi2 + ãj1), (i, j = 1, · · · , n).

(6)

□

ここで、(6)式は (4)の第 i式と第 j 式を連立させて出て来る条件であり、2変数 2連立同次線形方程式

の時の行列式が 0になるという条件に相当するものである。(5)式は (4)のそれぞれの式が x, y に対して

解を持つ為の条件である。Max Plusの線形方程式では、片方の辺がもう片方の辺より恒等的に大きくなる

という事が起こり得るので、ひとつの方程式が解ける為にも条件が必要である。

(4)式で、両辺から yを引き、z = x− yと置くと、

max(ai1 + z, ai2) = max(ãi1 + z, ãi2), (i = 1, · · · , n)

の様に表せるから、この結果を使うと、複数の方程式からひとつづつ変数を消去していく事が出来る。

3 Case 1

しかしながら、一般の場合にこの方法を適用すると、変数をひとつ消去する度に方程式の数は爆発的に増

加してしまい、係数の次数も指数関数的に増加してしまって収集がつかない。(1), (2), (3) ではその様な爆

発は起らず、方程式の形を変えずに、サイズのみを小くしていく事が可能である。

その結果を述べる前に、いくつかの記号を導入したい。

まず、超離散パーマネントを以下の様に定義しよう。

|A| = max
i1, i2, ··· , in∈Sn

(a1i1 + a2i2 + · · ·+ anin)

右辺のmaxは行列式同様、n次の順列全てについての和である。

また、もととなる行列 Aの i1, i2, · · · , ir 行と、i1, i2, · · · , ir 列のみから作った小行列の超離散パー

マネントを

| A |
{i1, i2, ··· , ir}

の様に表す。
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更に、以下の様な記号も使う。

a
(r)
ij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
aij ai n−r+1 · · · ain

an−r+1 j an−r+1 n−r+1 · · · an−r+1 n

· · · · · · · · · · · ·
anj an n−r+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (i, j < n− r + 1)

r = 0の時は、a
(0)
ij = aij とする。

これらの記号を使うと、(1)式のMax Plus 線形方程式に対する変数消去は以下の様になる。

Lemma 1 [3] 係数が

| A |
{i, n−r+1, ··· , n}

= 0, (i = 1, 2, · · · , n− r), (7)

を満たし、かつ、方程式

a
(r)
ii + xi = max

k=1,2,··· , n−r

(
a
(r)
ik + xk

)
, (i ≤ n− r), (8)

に有限な解が存在する為の必要十分条件は、係数が

| A |
{i, n−r, ··· , n}

= 0, (i = 1, 2, · · · , n− r − 1), (9)

を満たし、かつ、方程式

a
(r+1)
ii + xi = max

k=1,2,··· , n−r−1

(
a
(r+1)
ik + xk

)
, (i ≤ n− r − 1), (10)

に有限な解が存在する事である。

□

定理の中で、(8)式と (10)式は、通常の掛け算と足し算の場合の結果にそのまま対応している。線形方程

式で変数を次々に消去していくと、得られた方程式の係数はもとの方程式の係数の小行列式で表されるが、

(8)式や (10)式に現れる係数は、そうして得られた小行列式を対応する超離散パーマネントに置き換えたも

のに他ならない。しかしながら、通常の線形方程式の場合とは違って、(7)や (9)の様な条件式も同時に考

える必要がある。条件式と方程式をセットにして取り扱うと、変数の消去と共に方程式の数も一つずつ減っ

ていき、更には方程式の型も変えず、再帰的に変数を消去していく事が出来る。

この補題を繰返し使い、全ての変数を消去すると、係数に対するひとつの条件式だけが残る。それは超離

散パーマネントを使って、以下の様に表される。

|A| = 0

係数を aij → aij + aii と置き換えて、対角成分を復元すると、以下の定理が得られる。

Theorem 2 Max Plus線形方程式 (1)が、有限な解を持つ為の必要十分条件は、係数が

|A| =
n∑

i=1

aii

を満す事である。
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4 Case 2

次に (2)の変数消去の方法を紹介したい。改めて、(2)のMax Plus線形方程式を書き出そう。

max
k ̸=i

k=1, ··· , n

(aik + xk) = max
k=1, ··· , n

(aik + xk), (i = 1, · · · , n)

(1)の場合には、それぞれの方程式で両辺に共通して含まれる変数は 1個だけで、i番目の式の両辺には xi

が含まれていた。(2)の場合には、i番目の方程式で右辺にしか含まれていない変数は xiだけである。その

意味で Case 2は、Case 1の対極になっている。又、(1)の解集合は凸包であったが、(2)の場合は全ての角

が凹であるような図形に対応しており、その意味でも対極になっている。

この場合にも、(1)と同様、方程式の形を変えず再帰的に変数を消去していく事が出来るが、条件と方程

式は論理和で結ばれる。補題 1で条件式と方程式が論理積で結ばれていた所を、全て論理和に置き換えた

形で、変数を消去していく事が可能である。

∤ A ∤

を |A|から、対角成分のみの和 a11 + a22 + · · ·+ ann を除いたものとすると、結果は以下の様になる。

Lemma 2 「係数が

∨
i

|A|
{i, n−r+1, ··· , n}

= ∤ A ∤
{i, n−r+1, ··· , n}

, (i = 1, 2, · · · , n− r),

を満すか、又は、方程式

max
k ̸=i

k=1,2, ··· , n−r

(
a
(r)
ik + xk

)
= max

k=1,2,··· , n−r

(
a
(r)
ik + xk

)
, (i ≤ n− r),

に有限な解が存在する」事に対する必要十分条件は、「係数が

∨
i

|A|
{i, n−r, ··· , n}

= ∤ A ∤
{i, n−r, ··· , n}

, (i = 1, 2, · · · , n− r − 1),

を満すか、又は、方程式

max
k ̸=i

k=1,2, ··· , n−r−1

(
a
(r+1)
ik + xk

)
= max

k=1,2,··· , n−r−1

(
a
(r+1)
ik + xk

)
, (i ≤ n− r − 1),

に有限な解が存在する」事である。□

この場合にも、補題を繰り返し使うと、全ての変数を消去する事ができ、(2)式に解がある為の条件が得

られる。

Theorem 3 Max Plus線形方程式 (2) に有限な解がある為の必要十分条件は、係数が、

|A| =∤ A ∤

を満す事である。
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5 Case 3

(3)のMax Plus線形方程式を改めて書き出そう。

aii + xi = max
k ̸=i

k=1, ··· , n

(aik + xk) , (i = 1, · · · , n)

(1)の第 i式では xi のみが両辺に表れ、(2)の第 i式では xi のみが片方の辺にしか表れなかったが、(3)

の第 i式では xi のみが左辺にあらわれ、そして右辺には xi のみが存在しない。(3)のMax Plus線形方程

式は、(1)と (2)の境目に位置している様な方程式である。

実際 xi, i = 1, 2, · · · , nが (3)式を満たしていたとすると、

aii + xi = max
k ̸=i

k=1, ··· , n

(aik + xk)

= max( max
k ̸=i

k=1, ··· , n

(aik + xk) , max
k ̸=i

k=1, ··· , n

(aik + xk))

= max( max
k ̸=i

k=1, ··· , n

(aik + xk) , aii + xi)

= max
k=1, ··· , n

(aik + xk)

となって、(1)式、(2)式の両方を満たしている。xi, i = 1, 2, · · · , nが (1)式と (2)式を満たしていると

(3)式も満たしている事も容易に読み取れる。

従って xi, i = 1, 2, · · · , nが (3)式を満たしていたとすると、0 = |A| =∤ A ∤ となって、係数は

0 =∤ A ∤

を満さなければならない。

しかしながら、逆はただちには言えない。(1)式に解があり、(2)式に解があったとしても、その解が (1)

と (2)の両方を満すとは限らないからである。

この場合には小行列式に相当する超離散パーマネントを作ると、両方を同時に満す解がある事を示せ

る。今、

A

[
i

1

]

をもとの行列 Aの第 i行と第 j 列を除いた行列だとし、n個のベクトル x(i) を

x(i) =

(
A

[
i

1

]
, A

[
i

2

]
, · · · , A

[
i

n

])
, (i = 1, · · · , n). (11)

のように定義する。この時、0 =∤ A ∤が満されていれば、次の事が言える [3]。

1. x(i) は、全ての iについて (1)の解になっている。

2. ある iがあって、x(i) は (2)の解になる。

従って、0 =∤ A ∤が満されていれば、(3)にも解がある事が分り、これで 0 =∤ A ∤が (3) に解がある為の必

要十分条件である事が分る。

再び、aij → aij − aii として、対角成分を復元すると、以下の定理が得られる。

Theorem 4 Max Plus線形方程式 (3)に有限な解がある為の必要十分条件は、係数が

∤ A ∤=
n∑

i=1

aii

を満す事である。
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6 先行研究との関係

Max Plus代数やMax Plus代数を拡張したいろいろな代数で、線形方程式に解がある為の条件が調べら

れている。例えば、[1]には対称化したMax Plus 代数の同次線形方程式に解がある為の必要十分条件が述

べられている。その文脈で言うと、この研究での条件は totally positive な解が存在する為の必要十分条件

である。

ソリトンセルオートマトンでの Bäcklund変換を構成する為には、Max Plusの同次線形方程式に、全て

の変数が有限である様な (つまり−∞になったりしない)解がある為の必要十分条件が必要であり、この研

究では (1), (2), (3)のそれぞれの式に対してこの条件を明かにした。

もっと一般的なMax Plus線形方程式に対して、解がある為の必要十分条件を明かにする事は、今後の課

題である。
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