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連立線形方程式の一般解の差分・超離散対応

東海大学理学研究科 赤木洸仁 (AKAGI Hirohito)
東海大学理学部 長井秀友 (NAGAI Hidetomo)

概 要 1階連立線形差分方程式の一般解が行列を用いることで求まるのと同様に，1階連立線形

超離散方程式の一般解もMax-Plus代数における行列の演算を導入することで求められる．似て非な

る導出過程で求めたそれぞれの一般解が超離散化によって対応関係を有していることを示す．

1 イントロダクション

独立変数 nと従属変数 xn, ynについて与えられる方程式xn+1 = a11xn +a12yn

yn+1 = a21xn +a22yn
(1.1)

は 1階連立線形差分方程式と呼ばれる．本報告では係数 ai jと初期値 x1,y1が非負の定数である方
程式について考えることにする．このとき，(1.1)について変換

xn = eun/ε , yn = evn/ε , ai j = ebi j/ε (1.2)

と，極限に関する公式
lim

ε→+0
ε log(eα/ε + eβ/ε) = max(α,β ) (1.3)

より従属変数 un,vnと定数 bi jによって構成されるMax-Plus代数を用いた方程式un+1 = max(b11 +un,b12 + vn)

vn+1 = max(b21 +un,b22 + vn)
(bi j ∈ R∪{−∞}) (1.4)

を得ることができ，これを 1階連立線形超離散方程式と呼ぶ．本報告では (1.1)と (1.4)のそれぞ
れについて一般解を導出し，超離散化による対応関係を調べる．

2 連立線形差分方程式の一般解

1階連立線形差分方程式 (1.1)についての一般解を求める．導出方法については，[1]で紹介され
ているため概略のみを与える．まず，(1.1)は行列を用いると(

xn+1

yn+1

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
xn

yn

)
(2.1)

と表記することができ，

Xn =

(
xn

yn

)
, A =

(
a11 a12

a21 a22

)
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と置くと Xn+1 = AXnとなり，帰納的に代入を繰り返すことで Xn+1 = AnX1を得る．すなわち，(1.1)
の一般解は Anと初期値 X1を用いて与えられる．Anは対角化を用いた手法で求まり

An =
1

p1 − p2

(
(a11 − p2)pn

1 +(p1 −a11)pn
2 a12(pn

1 − pn
2)

a21(pn
1 − pn

2) (a22 − p2)pn
1 +(p1 −a22)pn

2

)
(2.2)

となる．ここで p1, p2は係数行列の固有方程式

λ 2 − (a11 +a22)λ +(a11a22 −a12a21) = 0 (2.3)

の解を表し，特に条件の ai j ≥ 0より p1, p2 は異なる 2つの実数解になることが保証されている．
(2.2)の結果より一般解を得る．

3 連立線形超離散方程式の一般解

3.1 Max-Plus代数における行列の演算の導入

ここでは 1階連立線形超離散方程式 (1.4)の一般解を求める．導出方法については [2, 3]を参考
にした．まず，2つの実数 a, bについての演算 (max,+)を演算子 (⊕,⊗)によって

a⊕b = max(a,b) (3.1)

a⊗b = a+b (3.2)

と定義する．演算子 (⊕,⊗)は結合則と分配則を満たす．さらに m次正方行列 A = (ai j), B = (bi j)

について，行列の演算 (⊕,⊗)を次で定義する．

[A⊕B]i j = max(ai j,bi j) (3.3)

[A⊗B]i j =
m

max
k=1

(aik +bk j) (3.4)

ここで [A]i jは行列 Aの (i, j)成分を表している．演算子 (⊕,⊗)を導入することで，(1.4)は(
un+1

vn+1

)
=

(
b11 b12

b21 b22

)
⊗

(
un

vn

)
(3.5)

と表記できる．ここで

Un =

(
un

vn

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
と置くと差分方程式と同様にUn+1 = B⊗Unとなる．行列に関する⊗も結合則を満たすので

B⊗Un = B⊗ (B⊗Un−1) = (B⊗B)⊗Un−1

とできる．このことから帰納的に代入を繰り返すことでUn+1 = B⊗B⊗·· ·⊗B⊗U1 を得られる．
ここで ⊗を用いた n個の行列 Bの積を B⊗nと表すことにすると，Un+1 = B⊗n ⊗U1を得ることが
できる．連立線形超離散方程式 (1.4)についても一般解は B⊗nと初期値U1を用いて与えられる．
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3.2 Max-Plus代数における係数行列の n乗

ここでは B⊗nについて考える．B⊗nの (i, j)成分は定義に従うと次で与えられる．

[B⊗n]i j = max
km∈{1,2}

m=1,2,··· ,n−1

(bik1 +bk1k2 + · · ·+bkn−2kn−1 +bkn−1 j) (3.6)

これより [B⊗n]i jは 2n−1個の項の最大値によって与えられるが，このままでは複雑である．そこで
(2.2)と対応させるために Bを隣接行列とした有向グラフの理論を導入する．まず，2つの頂点 1,2
に対して，それぞれ頂点 iから頂点 jへ向かう辺の重みを bi jに対応させる (図 1)．このとき，(3.6)
で与えた [B⊗n]i jは n回の移動で頂点 iから頂点 jへ向かう経路のうち，最大の重みとみなせる．頂
点 iから出発して k1,k2, · · · ,kn−1を経由し jへ向かう経路を π，その経路上の重みを w(π)，移動し
た回数を l(π)とし次のように定義する．

π = (i,k1,k2, · · · ,kn−1, j)

w(π) = bik1 +bk1k2 + · · ·+bkn−2kn−1 +bkn−1 j

l(π) = n

このような経路 π のうち，始点と終点が同じ値になるものを閉路と呼び，σ と表す．さらに閉路
σ について重みを移動した回数で割った値を µ(σ)とし，あらゆる閉路についての µ の最大値を
Λ(B)とする:

µ(σ) =
w(σ)

l(σ)

Λ(B) = max
σ

µ(σ).

ここでmaxσ はあらゆる閉路 σ から定まる µ(σ)の最大値を表す．2次正方行列のとき Λ(B)は閉
路 σ1 = (1,1), σ2 = (1,2,1), σ3 = (2,2)の 3通りのいずれかによって与えられることが知られてい
る [2]．このことから Λ(B)はmax(b11,

b12+b21
2 ,b22)で与えられる．

図 1: Bを隣接行列とした有向グラフ

正方行列CについてΛ(C) = 0となるとき，この行列Cを零定値行列と呼ぶ．このとき次の命題が
成り立つことは明らかである．

命題 3.1 正方行列 Bについて，行列 BΛを BΛ = B⊗ (−Λ(B))とする．このとき Λ(BΛ) = 0を満た
す．すなわち，行列 BΛは零定値行列である．

ここで行列 Bと実数値 Λ(B)についての計算は [BΛ]i j = [B]i j ⊗ (−Λ(B))とする．このことから任意
の正方行列 BΛについて，B = BΛ ⊗Λ(B)が成り立つ．つまり，B⊗nは零定値行列 BΛを用いて

B⊗n = (BΛ ⊗Λ(B))⊗n = B⊗n
Λ ⊗nΛ(B)

と表すことができる．零定値行列 BΛの n乗は以下の補題と定理から求められる．
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補題 3.1 零定値行列Cについて構成できるすべての閉路 σ の重み w(σ)は正の値をとらず，少な
くとも 1つの w(σc) = 0となる零閉路を有する．

上記の補題が成り立つことは零定値行列の定義より明らかである．

定理 3.1 2次の零定値行列Cが零閉路として σc = (i, i) (i ∈ {1,2})を少なくとも 1つ有している
ときC⊗nは次で与えられる．

C⊗n =

(
max(c12 + c21,nc11) c12

c21 max(c12 + c21,nc22)

)
(3.7)

Proof. i ̸= jとする．このとき [C⊗n]i j = max(cii ⊗ [C⊗n−1]i j,ci j ⊗ [C⊗n−1] j j)と展開することができ
る．ここで仮定 σc = (i, i)より cii = 0であることから

[C⊗n]i j = max([C⊗n−1]i j,ci j ⊗ [C⊗n−1] j j)

となり，展開を繰り返すと [C⊗n]i j = max(ci j,ci j ⊗max⊗l∈{1,··· ,n−1}[C⊗l] j j)が得られる．ここで補題
3.1よりmax⊗l∈{1,··· ,n−1}[C⊗l] j j ≤ 0となるので [C⊗n]i j = ci jと導くことができる．[C⊗n] j jについて
は，[C⊗n] j j = max(c ji ⊗ [C⊗n−1]i j,c j j ⊗ [C⊗n−1] j j) = max(c ji ⊗ ci j,c j j ⊗ c j j ⊗·· ·⊗ c j j)と展開を進め
ることができる．このことから，[C⊗n] j j = max(c ji + ci j,nc j j)を得られる．[C⊗n]iiについては，仮
定より cii = 0であることから [C⊗n]ii = 0となることは自明である．特にmax(ci j + c ji,ncii) = 0が
成り立つので，題意は示された． □
定理 3.2 2次の零定値行列Cが零閉路として σc = (i, j, i)のみを有しているときC⊗nは次で与えら
れる．

C⊗n =



 0 c12 +max(c11,c22)

c21 +max(c11,c22) 0

 (n = 2k) max(c11,c22) c12

c21 max(c11,c22)

 (n = 2k+1)

(3.8)

Proof. n = 2kのとき，[C⊗2k]i j = max([C⊗2]ii ⊗ [C⊗2k−2]i j, [C⊗2]i j ⊗ [C⊗2k−2] j j)と展開することがで
きる．仮定より [C⊗2]ii = [C⊗2] j j = 0となるため展開を繰り返すと，[C⊗2k]i j = max([C⊗2]i j, [C⊗2]i j ⊗
maxl∈{1,··· ,k−1}[C⊗2l] j j) = [C⊗2]i j = max(cii+ci j,ci j +c j j)を得る．以上より題意は示された． □
定理 3.1,3.2の結果を関係式B⊗n = B⊗n

Λ ⊗nΛ(B)の零定値行列BΛに代入し，[BΛ]i j = bi j⊗(−Λ(B))
と変換することで B⊗nを得ることができる．これより B⊗nは次のように与えられる．
(i)係数行列 B の Λ(B) を閉路 σ ′ = (i, i) (i ∈ {1,2}) が少なくとも 1 つ与えている．すなわち，
Λ(B) = biiが成り立っているとき

B⊗n =

(
max(b12 +b21 +(n−2)Λ(B),nb11) b12 +(n−1)Λ(B)

b21 +(n−1)Λ(B) max(b12 +b21 +(n−2)Λ(B),nb22)

)
(3.9)

(ii)係数行列 BのΛ(B)を閉路 σ ′ = (i, j, i) (i ̸= j)のみが与えている．すなわち，Λ(B) = bi j+b ji
2 か

つ Λ(B)> max(bii,b j j)が成り立っているとき

B⊗n =



 nΛ(B) b12 +max(b11,b22)+(n−2)Λ(B)

b21 +max(b11,b22)+(n−2)Λ(B) nΛ(B)

 (n = 2k) max(b11,b22)+(n−1)Λ(B) b12 +(n−1)Λ(B)

b21 +(n−1)Λ(B) max(b11,b22)+(n−1)Λ(B)

 (n = 2k+1)

(3.10)

(3.9), (3.10)の結果をUn+1 = B⊗n ⊗U1に代入することで (1.4)の一般解を得る．
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4 一般解の差分・超離散対応

この章では 2章で求めた (2.2)に超離散化を施し，3章で求めた (3.9), (3.10)になることを示す．
ただし，(2.2)の結果については減法がいくつか含まれているので加法のみで表せるように変形を
行う．まず，Snを

Sn =
pn+1

1 − pn+1
2

p1 − p2
= pn

1 + pn−1
1 p2 + · · ·+ p1 pn−1

2 + pn
2

と定義すると，(2.2)は Snを用いて

An =

(
a11Sn−1 − (a11a22 −a12a21)Sn−2 a12Sn−1

a21Sn−1 a22Sn−1 − (a11a22 −a12a21)Sn−2

)

と表せる．固有方程式 (2.3)についての解と係数の関係を用いることで，Snは次の漸化式

Sn+2 = (a11 +a22)Sn+1 − (a11a22 −a12a21)Sn (4.1)

を満たすことが示される．(4.1)が成り立つことから Anの対角成分 [An]ii (i ∈ {1,2})は，i ̸= jと
したとき次のように変形できる．

[An]ii = aiiSn−1 − (aiia j j −ai ja ji)Sn−2

= aii{(aii +a j j)Sn−2 − (aiia j j −ai ja ji)Sn−3}− (aiia j j −ai ja ji)Sn−2

= a2
iiSn−2 −a2

iia j jSn−3 +aiiai ja jiSn−3 +ai ja jiSn−2

...

= an−2
ii S2 −an−2

ii a j jS1 +an−3
ii ai ja jiS1 +an−4

ii ai ja jiS2 + · · ·+aiiai ja jiSn−3 +ai ja jiSn−2

= an−2
ii S2 −an−2

ii a j jS1 +ai ja ji

n−2

∑
k=1

an−2−k
ii Sk

ここで S1 = p1 + p2 = aii +a j j, S2 = p2
1 + p1 p2 + p2

2 = a2
ii +aiia j j +a2

j j +ai ja jiより，S0 = 1と定義す
ることで [An]ii = an

ii +ai ja ji ∑n−2
k=0 an−2−k

ii Skとできる．従って Anは

An =

(
an

11 +a12a21 ∑n−2
k=0 an−2−k

11 Sk a12Sn−1

a21Sn−1 an
22 +a21a12 ∑n−2

k=0 an−2−k
22 Sk

)
(4.2)

という Snと ai jを用いた減法を含まない表記に変形できる．さらに Snについて次の命題を得る．

命題 4.1 Snは非負の整数 k, l,mから定まる係数C(k,2l,m)を用いて次のように表すことができる．

Sn = ∑
k+2l+m=n

C(k,2l,m)ak
11(a12a21)

lam
22 (4.3)

ここで ∑k+2l+m=nは k+2l +m = nを満たすすべての組み合わせの和を表す．

Proof. nについての帰納法で示す．まず n = 1のとき S1 = a11 +a22よりC(1,0,0) =C(0,0,1) = 1
とすることで成り立つ．n = 2のとき S2 = a2

11 + a11a22 + a2
22 + a12a21 よりC(2,0,0) = C(1,0,1) =

C(0,2,0) =C(0,0,2) = 1とすることで成り立つ．n+1まで成り立っていると仮定し，n+2につい
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て考えると漸化式 (4.1)より

Sn+2 = (a11 +a22)Sn+1 − (a11a22 −a12a21)Sn

= (a11 +a22) ∑
k+2l+m=n+1

C(k,2l,m)ak
11(a12a21)

lam
22

−(a11a22 −a12a21) ∑
k+2l+m=n

C(k,2l,m)ak
11(a12a21)

lam
22

= ∑
k+2l+m=n+1

C(k,2l,m)ak+1
11 (a12a21)

lam
22 + ∑

k+2l+m=n+1
C(k,2l,m)ak

11(a12a21)
lam+1

22

− ∑
k+2l+m=n

C(k,2l,m)ak+1
11 (a12a21)

lam+1
22 + ∑

k+2l+m=n
C(k,2l,m)ak

11(a12a21)
l+1am

22

となる．右辺について ai jの次数の和がすべて n+2になっていることから (4.3)のように表記でき
ることが示せた． □
さらに漸化式 (4.1)より Snは ai j の多項式で表されるため，k, l,mの少なくとも 1つが負になる
場合にはC(k,2l,m) = 0と置いても (4.3)の結果に影響しない．この拡張を踏まえたうえで次の命
題を示す．

命題 4.2 (4.3)で定められたC(k,2l,m)は次を満たす．

C(k,2l,m)≥ 0

C(k,2l,m)≥C(k−1,2l,m)

Proof. nについての帰納法で示す．n = 1,2のときC(1,0,0) =C(0,0,1) = 1,C(2,0,0) =C(1,0,1) =
C(0,2,0) =C(0,0,2) = 1より成り立つ．k+2l+m ≤ n+1を満たす任意の k, l,mで成り立つと仮定
する．先の命題 4.1の証明で与えた関係式より，k+2l +m = n+2を満たす k, l,mについて

C(k,2l,m) =C(k−1,2l,m)+C(k,2l,m−1)−C(k−1,2l,m−1)+C(k,2(l −1),m) (4.4)

が成り立つ．仮定よりC(k,2l,m−1)−C(k−1,2l,m−1)とC(k−1,2l,m)≥ 0,C(k,2(l−1),m)≥ 0が
成り立つので (4.4)の右辺は非負である．従って左辺についてC(k,2l,m)≥ 0を得る．また，(4.4)を

C(k,2l,m)−C(k−1,2l,m) =C(k,2l,m−1)−C(k−1,2l,m−1)+C(k,2(l −1),m)

と変形できることからC(k,2l,m)−C(k−1,2l,m)≥ 0を得る．以上より題意は示された． □

命題 4.3 関係式 (4.3)に変換 Sn = eTn/ε , ai j = ebi j/ε を用いた超離散化を行うと次を得る．

Tn =

nΛ(B) (n = 2k)

max(b11,b22)+(n−1)Λ(B) (n = 2k+1)
(4.5)

Proof. n = 2kとしたとき S2kは次のようになる．

S2k = C(2k,0,0)a2k
11 +C(2k−1,0,1)a2k−1

11 a22 +C(2k−2,2,0)a2k−2
11 (a12a21)+ · · ·

+C(1,0,2k−1)a11a2k−1
22 +C(0,2k,0)(a12a21)

k +C(0,0,2k)a2k
22

よって両辺を超離散化することで

T2k = max(2kb11,(2k−1)b11 +b22,(2k−2)b11 +b12 +b21, · · · ,
b11 +(2k−1)b22,k(b12 +b21),2kb22)
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となる．ここで t1 +2t2 + t3 = 2kを満たす非負の整数 t1, t2, t3について t1b11 + t2(b12 +b21)+ t3b22 ≤
max(2kb11,k(b12 +b21),2kb22)という関係式が成り立つので T2k = max(2kb11,k(b12 +b21),2kb22) =

2kΛ(B)を得る．同様に n = 2k+1についても示すことができる． □
これらの結果を用いて実際に Anの各成分を超離散化する．まず，(4.2)より対角成分 [An]iiは

an
ii +an−2

ii ai ja ji +an−3
ii ai ja jiS1 + · · ·+ai ja jiSn−2

= enbii/ε + e(n−2)bii+bi j+b ji/ε + e(n−3)bii+bi j+b ji+T1/ε + · · ·+ ebi j+b ji+Tn−2/ε

→ max(nbii,(n−2)bii +bi j +b ji,(n−3)bii +bi j +b ji +T1, · · · ,bi j +b ji +Tn−2)

= max(nbii,bi j +b ji +max((n−2)bii,(n−3)bii +T1, · · · ,Tn−2))

= max(nbii,bi j +b ji +Tn−2)

と超離散化ができる．ここで (4.5)より Tn ≥ nbiiが成り立つことを用いた．次に非対角成分 [An]i j

は ai jSn−1 → bi j +Tn−1となる．以上から，(2.2)を超離散化した結果は(
max(nb11,b12 +b21 +Tn−2) b12 +Tn−1

b21 +Tn−1 max(nb22,b12 +b21 +Tn−2)

)
(4.6)

となる．ここでΛ(B) = bii,b j jのときは Tnは nの偶奇によらず Tn = nΛ(B)となるため (3.9)の結果
と完全に一致する．次に Λ(B) = bi j+b ji

2 のとき，(4.6)に (4.5)の結果をそれぞれ代入することで

 max(nb11,nΛ(B)) b12 +max(b11,b22)+(n−2)Λ(B)

b21 +max(b11,b22)+(n−2)Λ(B) max(nb22,nΛ(B))

 (n = 2k) max(nb11,max(b11,b22)+(n−1)Λ(B)) b12 +(n−1)Λ(B)

b21 +(n−1)Λ(B) max(nb22,max(b11,b22)+(n−1)Λ(B))

 (n = 2k+1)

とでき，仮定より bi j+b ji
2 ≥ max(bii,b j j)なる大小関係が成り立つことから (3.10)と一致する．これ

らの結果から (2.2)について超離散化を施し，3章で求めた (3.9),(3.10)になることが示せた．

5 まとめと今後の課題

2つの変数を用いた連立線形差分・超離散方程式について一般解を求め，それらの一般解が超離
散化によって対応関係を有していることを示した．2次の場合については場合分けを行うことで
Max-Plus代数での係数行列 Bの n乗を得られたが，3次以上の行列の n乗を具体的に求めるには，
膨大な場合分けを行う必要がでてくる．また，差分系での 3次以上の行列の固有値については 3次
以上の代数方程式を解く必要があり，かつ複素数が現れる．現在の研究で 3次正方行列の n乗に
ついては固有値を用いない総和に変形できることが見つかっているため，この結果を超離散化し
たときにMax-Plus代数の 3次正方行列の n乗に対応するかを見つけることが今後の課題である．
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