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可積分確率過程に現れる対称関数

筑波大学 数理物質系 竹山美宏 (Yoshihiro Takeyama)

Graduate School of Pure and Applied Sciences, University of Tsukuba.

種々の量が具体的に計算できるという意味で「可積分」な確率モデルの研究が, 近年ひろく行
われている ([1, 2]およびこれらに引用されている文献を参照していただきたい). 数学的な観点か
ら見たとき, これらのモデルの構成・解析においては, 従来の表現論や特殊関数論, 組合せ論のあ
る種の変形のようなものが使われている.

本稿では, Sasamoto-Wadati [5] によって導入された可積分確率過程である q-bosonゼロレン
ジ過程の拡張と見なされる二つのモデルを題材として, これらに現れる新たな特殊関数を紹介す
る. 以下では関数の定義と, それが確率モデルのどのような量として現れるかに焦点を絞って概説
する. 数学的な背景としては, アフィンヘッケ代数の変形と見なされる非可換代数の表現論や, 量
子アフィン代数の表現論があるのだが, この点については言及しない. 引用した文献を参照してい
ただきたい.

1. 連続時間マルコフ連鎖の一般論

確率的な時間発展をする系を考える. この系において起こりうるすべての状態を考えて集合 S

をつくる. たとえば, q-boson ゼロレンジ過程は 1次元格子上をボゾン粒子が動く系である (粒子
数は保存される). このモデルにおけるひとつの状態とは, 1次元格子上の粒子の配置である (図
1). 各サイトには整数で番号をつける. このとき, それぞれ粒子がいるサイトの番号を大きい方か
ら並べると, 整数の単調減少列ができる. たとえば, 図 1の状態には (3, 2, 2, 2, 1,−1,−1)という
列が対応する. この対応は一対一である. よって, q-boson ゼロレンジ過程の状態すべてのなす集
合 Sは, 粒子数が kの場合には

S = {(x1, . . . , xk) ∈ Zk |x1 ≥ · · · ≥ xk}

と実現される.

+ + + + +

−1 0 1 2 3

図 1. q-boson ゼロレンジ過程における状態

一般論に戻る. 系のあり得る状態すべてをあつめた集合 Sを状態空間と呼ぶ. 確率的な時間発
展をもつ系の時刻 tにおける状態を X(t)で表す. これは状態空間 Sに値を取る確率変数である.

いま, 時刻 tにおいて状態 xであるという条件の下で, 微小時間 ∆tの後に状態 y である確率が,

次の形に表されると仮定する.

P(X(t+∆t) = y |X(t) = x) = δxy + q(x, y)∆t+ o(∆t) (∆t ↓ 0)

このとき, 1次の係数 q(x, y)を, 状態 xから状態 yへの推移率という.

初期状態 (時刻 t = 0における状態)xを指定したときの, 系の物理量の時間発展は以下のよう
に記述される. 系の物理量は, それぞれの状態に対応する何らかの数値であるから, 状態空間 S上
の関数と見なせる. そこで, S上の関数 f をひとつとり, 関数 F (t, x)を次で定める.

F (t, x) = E[f(X(t)) |X(0) = x]

partially supported by JSPS KAKENHI Grand Number 26400106.

1



これは, 時刻 0における状態が xであるという条件の下で, 時刻 tでの物理量 f の期待値である.

このとき, 次の関係式が成り立つ.

F (0, x) = f(x),
d

dt
F (t, x) =

∑
y(̸=x) q(x, y) (F (t, y)− F (t, x))(1.1)

二番目の微分方程式が物理量 f の期待値の時間発展を記述する. そこで, S上の関数に働く線形作
用素Hを

(Hh)(x) =
∑

y(̸=x) q(x, y) (h(y)− h(x))(1.2)

で定め, これを連続時間マルコフ連鎖 (X(t))t≥0 の生成作用素と呼ぶ.

生成作用素Hの固有関数が十分たくさん構成できれば, 初期値問題 (1.1)は次のようにして (原
理的には)解ける. 生成作用素Hの固有関数の族 {ϕz(x)}z (ただし zは固有関数が含むパラメー

タ)が得られたとし, ϕz の固有値を ez とする. 関数 f が f(x) =

∫
czϕz(x) dzと固有関数の重ね

合わせとして表されるとき, 関数 F (t, x)を

F (t, x) =

∫
exp (tez)czϕz(x) dz

で定める. このとき F (0, x) = f(x)であり, Hϕz = ezϕz より

d

dt
F (t, x) =

∫
ez exp (tez)czϕz(x) dz =

∫
exp (tez)cz(Hϕz)(x) dz

=
∑
y(̸=x)

q(x, y)

∫
exp (tez)cz(ϕz(y)− ϕz(x)) dz

=
∑
y(̸=x)

q(x, y) (F (t, y)− F (t, x))

となる. よって関数 F (t, x)は初期値問題 (1.1)の解である.

以下では, q-bosonゼロレンジ過程の拡張である次の二つの可積分確率過程において, その生成
作用素の固有関数として現れる新しい特殊関数を紹介する.

• q-Hahn ゼロレンジ過程 [4, 7]

• 多種粒子 q-boson ゼロレンジ過程 [8]

この特殊関数は,いずれの場合も多変数対称関数である Schur関数の拡張と見なされる. なお,上の
二つのモデルを含む拡張が, 量子アフィン代数の表現論を用いて Kuniba-Mangazeev-Maruyama-

Okado によって構成されている [3].

2. q-Hahn ゼロレンジ過程に現れる固有関数

2.1. Schur関数とその変形. Schur関数の定義を復習しよう. 単調減少する非負整数の組 (λ1, . . . , λk)

(λ1 ≥ · · · ≥ λk ≥ 0)を分割という. 分割 λ = (λ1, . . . , λk)に対して, z1, . . . , zk を変数とする関数
Sλ を次で定め, この関数 Sλ を Schur関数と呼ぶ.

Sλ(z1, . . . , zk) =
det (zλi+k−i

j )
k

i,j=1

det (zk−i
j )

k

i,j=1

たとえば

S3,0(z1, z2) =

∣∣∣∣z3+1
1 z3+1

2

z0+0
1 z0+0

2

∣∣∣∣∣∣∣∣z11 z12
z01 z02

∣∣∣∣ =
z41 − z42
z1 − z2

= z31 + z21z2 + z1z
2
2 + z32(2.1)

である.
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Schur関数は次のようにも表される.

Sλ(z1, . . . , zk) = Sym

 ∏
1≤i<j≤k

zi
zi − zj

k∏
i=1

zλi
i


ここで Symは z1, . . . , zk に関する対称化を表す. たとえば, λ = (3, 0)のときの右辺は

Sym

(
z1

z1 − z2
(z31z

0
2)

)
=

z1
z1 − z2

z31 +
z2

z2 − z1
z32 =

z41 − z42
z1 − z2

となって, これは S3,0(z1, z2)に等しい.

通常, Schur 関数を考えるときは z1, . . . , zk を主変数, λ = (λ1, . . . , λk) をパラメータとして
扱う. しかし, 可積分確率過程との関係を考えるときには, 役割を逆にして, z1, . . . , zk をパラ
メータ, λ = (λ1, . . . , λk) を (整数値を取る) 主変数と見た方がよい. そこで, パラメータの組
z⃗ = (z1, . . . , zk)をもつ関数 Sz⃗(x1, . . . , xk)を改めて次で定義する.

Sz⃗(x1, . . . , xk) = Sym

 ∏
1≤i<j≤k

zi
zi − zj

k∏
i=1

zxi
i


(ただし Symは z1, . . . , zk に関する対称化). そして, Sz⃗ を集合

(Zk)+ =
{
(x1, . . . , xk) ∈ Zk |x1 ≥ · · · ≥ xk

}
上の関数と見なす (x1, . . . , xk は負の値をとっても構わない). この集合 (Zk)+は q-boson ゼロレ
ンジ過程の状態空間と同じであることに注意しておく.

以上の設定において, Schur関数 Sz⃗ の変形 Φz⃗ を次で定義する.

Φz⃗(x1, . . . , xk) = Sym

 ∏
1≤i<j≤k

zi − q zj
zi − zj

k∏
i=1

(
αzi + β

γzi + δ

)xi


ただし, Symは z1, . . . , zk に関する対称化で, q, α, β, γ, δはパラメータである. α, β, γ, δに同じ定
数を掛けても, 関数 Φz⃗ は不変であるので, 次の関係式が成り立つとしても一般性を失わない.

q = 1− αδ + βγ

可積分確率過程との関係を見るときには, この正規化をしておく必要があるので, 以下では qが上
式によって定まる値であるとする. この条件の下で, 関数 Φz⃗ において β = γ = 0, α = δ = 1とす
れば, Schur関数 Sz⃗ が復元される.

2.2. q-Hahn ゼロレンジ過程. q-Hahn ゼロレンジ過程は, Povolotsky [4] によって 1次元格子上
の離散時間マルコフ連鎖として導入されたものである. 以下で考えるのはその連続時間極限にあ
たるモデルであるが, これも「q-Hahn ゼロレンジ過程」と呼ぶことにする.

Sasamoto-Wadati の q-boson ゼロレンジ過程は, 1次元格子上を粒子が動くモデルである. q-

boson ゼロレンジ過程においては, 一度に動ける粒子は 1個だけであるが, これを同時に複数個の
粒子が動く推移も許すように拡張したのが q-Hahn ゼロレンジ過程である.

q-Hahnゼロレンジ過程の状態空間 Sは, q-bosonゼロレンジ過程と同じく (Zk)+である. (Zk)+
の要素 x = (x1, . . . , xk)に対して, k個の粒子を番号 x1, . . . , xk のサイトに置いた状態を対応させ
ることにより, (Zk)+ の要素と 1次元格子上の k個のボゾン粒子の配置 (状態)を同一視する.

q-Hahn ゼロレンジ過程において, 状態 xからの推移としてあり得るのは, ある一つのサイトか
ら 1個以上の粒子が左隣のサイトに移動した状態のみである. このとき, 動いた粒子がもとにいた
サイトの粒子の個数を cとし, 動いた粒子の個数を aとするとき, この推移の推移率は次で与えら
れる.

sa−1

[a]

a−1∏
p=0

[c− p]

1 + s[c− 1− p]

3



ただし, 非負整数 nについて [n] = (1 − qn)/(1 − q)と定める. sと qは q-Hahn ゼロレンジ過程
のもつパラメータで

s ≥ 0, 0 < q < 1

であるとする. たとえば, 図 2に示した状態 xから yへの推移を考える. この推移では粒子が 5個
あるサイトから 3個の粒子が動いているから, 推移率は c = 5, a = 3のときの値で

q(x, y) =
s2

[3]

[5]

1 + s[4]

[4]

1 + s[3]

[3]

1 + s[2]

である.

+ + + + +

x

−→

+ + + + +

y

図 2. q-Hahn ゼロレンジ過程における推移の例

以上で定めた推移率から, 状態空間 S = (Zk)+ 上の関数に働く生成作用素が (1.2)によって定
まる. この作用素はパラメータ s, qによって定まるので, H(s, q)と表すことにする.

前項で導入した Schur関数の変形 Φz⃗ は, 集合 (Zk)+ 上の関数であった. この集合 (Zk)+ は,

q-Hahn ゼロレンジ過程の状態空間 Sでもあるので, Φz⃗ は S上の関数と見なせる. この同一視の
下で, 次のことが成り立つ.

Theorem 2.1. [7] α = γ のとき, 関数 Φz⃗ は q-Hahn ゼロレンジ過程の生成作用素 H(αβ, 1 −
αδ + βγ) の固有関数である.

3. 多種 q-boson ゼロレンジ過程の固有関数

3.1. 多種 q-boson ゼロレンジ過程. Sasamoto-Wadati の q-boson ゼロレンジ過程は, 一種類の
ボゾン粒子が動く確率過程であった. 以下では, これを多種類の粒子が動く系に拡張したモデルを
考える.

正の整数 rをひとつ取って固定する. 多種 q-boson ゼロレンジ過程は, 1から rまでのいずれ
かの番号が書かれたボゾン粒子が, 1次元格子上を確率的に動く系である. それぞれの番号の粒子
の個数は保存されるので, 番号 aの粒子の個数を ka で表し (a = 1, 2, . . . , r), k =

∑r
a=1 ka とす

る. kは粒子すべての個数である. 1次元格子の上に番号 aの粒子を ka個並べた配置を考える. 図
3に, r = 5で (k1, k2, k3, k4, k5) = (2, 4, 2, 1, 1)の場合の配置の例を示す.

4

2

3

2

2

1

5

3

2

1
+ + + + +

図 3. 多種 q-boson ゼロレンジ過程における状態

番号 1, 2, . . . , rの粒子がそれぞれ k1, k2, . . . , kr個配置された状態全体のなす集合を Sk1,...,kr と
する. この集合が多種 q-boson ゼロレンジ過程の状態空間である.

4



推移率は以下のように定義される. 多種 q-boson ゼロレンジ過程は 0 < q < 1の範囲にあるパ
ラメータ qをもつ. 粒子はどれか一つだけが左隣りのサイトに動く. 動いた粒子の番号を bとし,

その粒子のいるサイトにおける番号 pの粒子の個数をmp とすると (p = 1, 2, . . . , r), 推移率は

1− qmb

1− q
qmb+1+···+mr

で与えられる. たとえば, 図 4の推移においては, 動く粒子のサイトには同じ番号 2の粒子が 2個,

それより大きい番号の粒子が 1個あるので, 推移率は

1− q2

1− q
q1

である.

4

2

3

2

2

1

5

3

2

1
+ + + + +

→
4

2

2 3

2

1

5

3

2

1
+ + + + +

図 4. 多種 q-boson ゼロレンジ過程における推移の例

この推移率から, 状態空間 Sk1,...,kr 上の関数に働く生成作用素が (1.2)によって定まる. この生
成作用素に対する固有関数は, 次項で述べるように状態和を使って構成できる.

3.2. Schur関数の状態和表示. Schur関数 Sz⃗(x)は状態和表示と呼ばれる組み合わせ論的な表示
をもつ. 例として, k = 2の場合に x = (3, 0)における Sz⃗(x)の状態和表示を書き下す.

図 5を見ていただきたい. まず, x = (3, 0)に対応する粒子の配置を下に描き, 各サイトの上に
縦方向の矢印を描く. そして, 全体の粒子の個数と同じだけの横方向の矢印を描き, それぞれの矢
印に上からパラメータ z1, z2 を割り当てる. 矢印の周囲には以下のように整数を書く. 上と右の
境界にはすべて 0を, 左の境界には 1を, そして, 下の境界には各サイトにある粒子の個数を書く.

x = (3, 0)のときは, 番号 3と 0のサイトにそれぞれ粒子が 1個あるので, 縦方向の矢印の下端に
1, 0, 0, 1と記入する. kと x = (x1, . . . , xk)が一般の場合には, 縦方向の矢印を (x1 − xk + 1)本,

横方向の矢印を k本ひいて, 上と同様の境界条件をおく.

1

1 0 z1

0 z2

0 0 0 0

△ △ △ △

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

1 0 0 1

0 1 2 3

x = (3, 0)

図 5. Schur 関数の状態和表示

以上の境界条件の下で, 各交点のまわりの ∗の位置 (横方向の矢印上)には 0か 1を, △の位置
(縦方向の矢印上)には非負整数を置く. ただし, 各交点において

d

a

c b zia+ b = c+ d
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となるようにする. この条件を満たすように ∗と△に整数を記入したパターンを配置と呼ぶ.

それぞれの配置に対して, パラメータ z⃗ = (z1, . . . , zk)の単項式を以下のように定める. 各交点
の左にある数に応じて, その交点における重みを次で定める.

0 = 1 1 = zi

ただし zi はその交点が乗っている横方向の矢印に割り当てられたパラメータである. そして, す
べての交点での重みの積を取って, パラメータ z⃗ の単項式を定める. 図 6に, k = 2, x = (3, 0)の
場合のすべての配置と対応する単項式を列挙した.

1 0 z1

1 0 z2

0 0 0 0

1 0 0 1

0

1

0

1

0

1

0 0 0 1

z41z2

1 0 z1

1 0 z2

0 0 0 0

1 0 0 1

0

1

0

1

1

0

0 0 1 0

z31z
2
2

1 0 z1

1 0 z2

0 0 0 0

1 0 0 1

0

1

1

0

1

0

0 1 0 0

z21z
3
2

1 0 z1

1 0 z2

0 0 0 0

1 0 0 1

1

0

1

0

1

0

1 0 0 0

z1z
4
2

図 6. Sz⃗(3, 0)の状態和

このようにして得られた単項式の和を Cz⃗(x)で表し, xにおける状態和と呼ぶ. 図 6の例では

Cz⃗(3, 0) = z41z2 + z31z
2
2 + z21z

3
2 + z1z

4
2

である.

このとき, 次の等式が成り立つ.

Sz⃗(x1, . . . , xk) =
(∏k

i=1 zi

)xk−1

Cz⃗(x1, . . . , xk)

上の表示を本稿では Schur関数の状態和表示とよぶ1. たとえば, k = 2, x = (3, 0)のとき右辺は

(z1z2)
−1Cz⃗(3, 0) = z31 + z21z2 + z1z

2
2 + z32

となって, たしかに Schur関数 (2.1)と一致する.

3.3. 状態和の多種粒子拡張. 多種粒子 q-boson ゼロレンジ過程の生成作用素の固有関数は, 前項
で述べた Schur関数の状態和表示と同様の方法により構成できる.

多種粒子 q-boson ゼロレンジ過程の場合は, 粒子の配置 xと, 以下で述べる条件を満たす数ベ
クトル ν⃗ をひとつ決めるごとに, 状態和 Cz⃗,ν⃗(x)が定まる. 多種粒子 q-boson ゼロレンジ過程に
おいては, 各番号の粒子の個数が保存される. そこで, 番号 1, 2, . . . , r の粒子の個数をそれぞれ
k1, k2, . . . , kr とするとき, ν⃗ = (ν1, . . . , νk) (ただし k =

∑r
a=1 ka)は, k1個の 1, k2個の 2, . . ., kr

個の rを並べ換えてできる数ベクトルである.

例として, ボゾン粒子が 2種類で, 状態 xが図 7の場合を考える. この場合は番号 1の粒子が 2

個, 番号 2の粒子が 1個あるので, 1, 1, 2の並び換え ν1, ν2, ν3 をひとつ固定する.

1この表示は Schur 関数の tableau 表示と呼ばれるものと等価である. tableau 表示についてはたとえば [6] に解説
がある.
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x

1 2

1

+ + + +

図 7. 状態 x

Schur関数の場合と同様に, 各サイトの上に縦方向の矢印を書き, 全粒子の個数 3と同じだけの
横方向の矢印を書く. そして, 縦方向の矢印の上には非負整数の組 (m1,m2)を, 横方向の矢印の
上には 0, 1, 2のいずれかを, 次の条件を満たすように置いていく.

ν1 0 z1

ν2 0 z2

ν3 0 z3

(0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

∗

△

△

△

△

△

△

△

△

(1, 0) (0, 0) (0, 0) (1, 1)

1 2

1
x

図 8. 状態和の多種粒子拡張

まず, 境界を次で定める. 横方向の矢印の右端にはすべて 0を置き, 左端には最初に固定した
ν1, ν2, ν3を置く. 縦方向の矢印の上端にはすべて (0, 0)を置き, 下端には状態 xに対応させて次の
データをおく. すなわち, 各サイトにある番号 aの粒子の個数をma とするとき (a = 1, 2), その
サイトに対応する矢印の下に (m1,m2)を置く.

残りの ∗ と △ の部分には, 各交点において図 9 の 8 つのパターンのいずれかとなるように,

0, 1, 2および非負整数の組を置く. 図 9にはそれぞれのパターンの重みも記してある.

(m1,m2)

(m1,m2)

0 0 = 1− qm1+m2zi

(m1 + 1,m2)

(m1,m2)

0 1 = 1

(m1,m2 + 1)

(m1,m2)

0 2 = 1

(m1 − 1,m2)

(m1,m2)

1 0 = −zi(1− qm1)qm2

(m1,m2)

(m1,m2)

1 1 = −ziq
m2

(m1,m2 − 1)

(m1,m2)

2 0 = −zi(1− qm2)

(m1 + 1,m2 − 1)

(m1,m2)

2 1 = −zi(1− qm2)

(m1,m2)

(m1,m2)

2 2 = −zi

図 9. 各交点での重み (粒子が 2種類の場合)

図 9に定めた重みによって, Schur関数の場合と同様に, 状態 xと数ベクトル ν⃗ = (ν1, ν2, ν3)

を決めるごとに状態和が定まる. これを Cz⃗,ν⃗(x)で表す.

ここまでは粒子が二種類の場合の例を述べたが,一般の場合も同様である. ボゾン粒子の種類が r

である場合には, k1個の 1, k2個の 2, . . . , kr個の rを並び換えてできる数ベクトル ν⃗ = (ν1, . . . , νk)

と, 状態 x ∈ Sk1,...,kr が与えられるごとに, 状態和 Cz⃗,ν⃗(x)が定まる.
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まず, 図 8と同様に, 各サイトの上に縦方向の矢印を書き, 横方向の矢印を k本書く. 縦方向の
矢印の上には r個の非負整数の組 (m1, . . . ,mr)を, 横方向の矢印の上には 0, 1, . . . , rのいずれか
を置く. 境界の定め方は図 8の場合と同様である. 各交点において許されるパターンと, 対応する
重みは図 10の通りである.

(m1, . . . ,mr)

(m1, . . . ,mr)

0 0 = 1− qm1+···+mrzi

(. . . ,ma + 1, . . .)

(. . . ,ma, . . .)

0 a = 1 (1 ≤ a ≤ r)

(. . . ,ma − 1, . . .)

(. . . ,ma, . . .)

a 0 = −zi(1− qma)qma+1+···+mr

(. . . ,ma, . . .)

(. . . ,ma, . . .)

a a = −ziq
ma+1+···+mr (1 ≤ a ≤ r)

(. . . ,mb + 1, . . . ,ma − 1, . . .)

(. . . ,mb, . . . ,ma, . . .)

a b = −zi(1− qma)qma+1+···+mr (1 ≤ b < a ≤ r)

図 10. 各交点での重み (一般の場合)

この重みから定まる状態和を Cz⃗,ν⃗(x)とする. このとき, 次のことが成り立つ.

Theorem 3.1. [9] Sk1,...,kr 上の関数 Ψz⃗,ν⃗ を次で定める.

Ψz⃗,ν⃗(x) =
k∏

i=1

(−zi)
M ′−1

(1− zi)M
Cz⃗,ν⃗(x)

ただし, M は状態 xにおいて右端の粒子がいるサイトの番号で, M ′は左端の粒子がいるサイトの
番号である. このとき, Ψz⃗,ν⃗ は多種粒子 q-bosonゼロレンジ過程の生成作用素の固有関数である.

Remark 3.2. 原論文 [9]においては, 関数 Ψz⃗,ν⃗ を多成分 q-ボゾン代数の行列要素として定義し
ている. この定義を組合せ論的に解釈し直して得られる状態和表示をここでは紹介した.
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