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A
(1)
1 型クラスター代数の変異と離散戸田格子

千葉大学教育学部　野邊 厚（NOBE Atsushi）∗

概 要
QRT写像とよばれる楕円曲線の加法構造を用いて，A

(1)
1 型クラスター代数の変異と A

(1)
1

型離散戸田格子の時間発展との直接的対応関係を明らかにする．また，この対応関係を通して，
A

(1)
1 型クラスター代数の変異の幾何学的解釈を与える．

1 はじめに
1967年に戸田盛和により発見された戸田格子 [11]は，指数型ポテンシャルをもつバネ質点系の

運動方程式であり，超楕円函数解やN ソリトン解をもつ可積分な非線形微分差分方程式として知
られる．戸田格子の格子形状としては，ソリトン解をもつ無限格子の他に，半無限格子，有限格
子など様々なものが研究されており，可積分性をもつ格子形状と Lie代数の対応関係が得られてい
る [1, 10]．とくに，周期性をもつ有限格子（周期格子）はA

(1)
N 型アフィン Lie代数と対応し，Lax

形式のスペクトルパラメータを通して超楕円曲線と結びつく．この事実から，Riemannテータ函
数を用いてその初期値問題の解を書き下すことができる．このような性質は戸田格子の時間離散
化においても同様に成り立ち，周期格子の離散時間発展（周期離散戸田格子）がA

(1)
N 型アフィン

Lie代数と対応し，超楕円曲線上の点の加法を用いて実現される．また，その初期値問題の解を書
き下すこともできる．
一方，クラスター代数とは，2002年にFomin-Zelevinskyにより発見された代数系であり [2]，以

下のように定義される．はじめに，初期種子とよばれる変数（クラスター変数）と行列（交換行
列）の組を用意する．この初期種子に変異とよばれる操作（成分の有理変換）を繰り返し適用し
て得られる種子全体を考える．この種子全体に含まれるクラスター変数の生成する多項式環をク
ラスター代数とよぶ．クラスター代数の生成元は初期クラスターの Laurent多項式であることが
Fomin-Zelevinskyによって示されており，そのような性質を Laurent性とよぶ．さらに，このよ
うな Laurent多項式の係数はすべて正であること（正値性）が知られている [7, 3]．最近，周期離
散戸田格子の双線形形式も同様に Laurent性をもつことが神吉らにより示され [6]，さらにはその
正値性が予想されている．また，大久保により，離散戸田格子の時間発展と等価な交換行列の変
異も発見されている [9]．このように，周期離散戸田格子とクラスター代数には密接な関係がある
ことが知られている．本稿においては，QRT写像 [13]とよばれる楕円曲線の加法構造を用いて，
A

(1)
1 型離散戸田格子の時間発展と A

(1)
1 型クラスター代数の変異との直接的対応関係を構築する．

さらに，このような対応関係を通して，A
(1)
1 型クラスター代数の変異の幾何学的解釈を与える．定

理の証明など詳細については [8]を参照されたい．
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2 周期離散戸田格子とQRT写像
周期離散戸田格子とよばれる力学系はいくつか知られているが，本稿では広田らによって発見

された次のモデル [4]を考える：

χN : C2N+2 → C2N+2; (It0, . . . , I
t
N , V t

0 , . . . , V
t
N ) 7→ (It+1

0 , . . . , It+1
N , V t+1

0 , . . . , V t+1
N ),

It+1
j + V t+1

j−1 = Itj + V t
j ,

It+1
j V t+1

j = Itj+1V
t
j ,

Itj+N+1 = Itj ,

V t
j+N+1 = V t

j

for j = 0, 1, . . . , N and t ≥ 0

スペクトルパラメータ λを導入し，Lax行列 Lt,M tをそれぞれ次のように定める：

Lt =


It1 + V t

0 1 (−1)NIt0V
t
0 /λ

It1V
t
1

. . .
. . .

. . . ItN + V t
N−1 1

(−1)Nλ ItNV t
N It0 + V t

N

 , M t =


It1 1

. . .
. . .

ItN 1

(−1)Nλ It0


このとき，χN の Lax形式は次のように与えられる：

Lt+1M t = M tLt

Lax行列 Ltの特性多項式を用いて，スペクトル曲線 γN が P2(C)上で定義される：

γN =
(
det
(
ζI + Lt

)
= 0
)
∪
{
P∞, P ′

∞
}

ただし，I はN + 1次単位行列であり，P∞, P ′
∞は無限遠点である．一般に，γN は (ζ, λ)平面に

おける種数N の超楕円曲線であり，周期離散戸田格子の時間発展 χN は γN の Jacobi多様体にお
いて線形化される [5]．
とくにN = 1の場合，スペクトル曲線 γ1は楕円曲線であり，χ1は楕円曲線の加法となる．そ

のため，χ1は次のQRT写像 φ : P1(C)×P1(C)→ P1(C)×P1(C); (x, y) 7→ (x̄, ȳ)に双有理同値で
ある [8]：

x̄ =
−(bx+ 1)y2

b(bx+ 1)y2 − (a− b)x
, ȳ =

ax̄2 + x̄

(bx̄+ 1)y
(1)

ここで，a, bは初期値によって定まる保存量（a = I00I
0
1 − V 0

0 V
0
1，b = −V 0

0 V
0
1）である．QRT写

像 φとは楕円曲線の加法の定める力学系の一般的形式であり [13, 12]，次のような双有理写像で具
体的に与えられる：

φ : (x, y) 7→ (x̄, ȳ) =

(
f1 − f2x

f2 − f3x
,
g1 − g2y

g2 − g3y

)
ここで，f := t(f1, f2, f3)，g := t(g1, g2, g3)は 3次正方行列 A = (αij)0≤i,j≤2，B = (βij)0≤i,j≤2

およびベクトル y := t(y2, y, 1)，x̄ := t(x̄2, x̄, 1)を用いて

f = Ay ×By, g = tAx̄× tBx̄

と定めるものとする．
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とくに，行列A，Bを次のようにとれば (1)が導かれる．

ATL(a, b) =

0 0 a

b 0 1

1 0 0

 , BTL(b) =

0 b 0

0 1 0

0 0 0


このとき，スペクトル曲線 γ1は次のような P1(C)× P1(C)上の 3次曲線に写る：

(x2, x, 1) (ATL + λBTL)

y2

y

1

 = bxy2 + y2 + bλx2y + λxy + ax2 + x = 0 (2)

3 A
(1)
1 型クラスター代数とQRT写像

A
(1)
1 型クラスター代数を定義しよう．はじめに，(P, ·,⊕)を y1, y2によって生成されるトロピカ

ル半体とする：P = Trop(y1, y2)．Pは乗法 ·に関して可換群をなす．加法⊕は次のように定める：

ym1
1 ym2

2 ⊕ yn1
1 yn2

2 = y
min(m1,n1)
1 y

min(m2,n2)
2

また，F = QP(x1, x2)を x1, x2が群環 QP上生成する有理函数体とする．x = (x1, x2)をクラス
ター，y = (y1, y2)を係数とよぶ．また，整数成分をもつ反対称行列

B = (bij) =

(
0 −2
2 0

)
を交換行列とよび，これらの組 (x,y,B)を種子とよぶ．k ∈ {1, 2}に対し，k方向の種子の変異
µk (x,y,B) = (x′,y′,B′)を次で定める：

b′ij =

−bij i = k or j = k,

bij + [−bik]+bkj + bik[bkj ]+ otherwise,

y′j =

y−1
k j = k,

yjy
[bkj ]+
k (yk ⊕ 1)−bkj j ̸= k,

x′j =


yk
∏

x
[bik]+
i +

∏
x
[−bik]+
i

(yk ⊕ 1)xk
j = k,

xj j ̸= k

ただし，[∗]+ = max[∗, 0] for ∗ ∈ Zとする．
変異 µkは対合なので，非自明な変異の列は次のものに限られる．

· · · µ27−→ (x,y,B) µ17−→ (x′,y′,B′) µ27−→ (x′′,y′′,B′′) µ17−→ · · · (3)

この変異列により得られるクラスターの全体をX とおき，X の生成するFの部分代数A = ZP[X ]
をトロピカル係数をもつクラスター代数という．
交換行列 Bの Cartan行列 C(B)は次のようにA

(1)
1 型である：

C(B) = (2δij − |bij |)1≤i,j≤2 =

(
2 −2
−2 2

)
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さらに，非自明な変異列 (3)に現れる交換行列のCartan行列はすべてA
(1)
1 型であるため，このク

ラスター代数をA
(1)
1 型クラスター代数とよぶ．

（一般の）クラスター代数は初期クラスターxの Laurent多項式であることが示されている [2]．
また，反対称行列を交換行列とするクラスター代数は正値性をもつことも分かっている [7]．

定理 1. A
(1)
1 型クラスター代数Aは初期クラスター xの Laurent多項式であり，初期係数 yにつ

いては通常の多項式である：

A ⊂ ZP
[
x±1
1 , x±1

2 , y1, y2
]

また，各多項式の係数はすべて正である．

いま，y
(m)
1 := y

m︷ ︸︸ ︷
′′ · · · ′
1 のように表す．このとき，交換行列 Bの変異は周期２をもつ：B′ = −B，

B′′ = B．一方，係数およびクラスターは無限周期をもつ．係数 y(m)を初期係数 y1, y2を用いて表
すと次のようになる：

y
(m)
1 =


1

y2n−1
1 y2n−2

2

(m = 2n),

y2n−1
1 y2n−2

2 (m = 2n+ 1),

y
(m)
2 =


y2n−2
1 y2n−3

2 (m = 2n),

1

y2n1 y2n−1
2

(m = 2n+ 1)

また，2n+ 2回変異したクラスター x(2n+2)を 2n回の変異 x(2n)で表すと次のようになる：

x
(2n+2)
1 =

(
x
(2n)
2

)2
+ y2n−1

1 y2n−2
2

x
(2n)
1

, x
(2n+2)
2 =

(
x
(2n+2)
1

)2
+ y2n1 y2n−1

2

x
(2n)
2

(4)

ここで，新しい変数 zn, wnを導入する：

zn :=
x
(2n)
1

(y1y2)n
, wn :=

x
(2n)
2

(y1y2)n
(n ≥ 1), z0 :=

x1
y1(y2)2

, w0 :=
x2
y2

(4)より，これらは次の関係式をみたす：

zn+1 =
y1y

2
2 (w

n)2 + 1

y21y
3
2z

n
, wn+1 =

y21y
3
2

(
zn+1

)2
+ 1

y1y22w
n

このとき，写像 (zn, wn) 7→ (zn+1, wn+1)はQRT写像に他ならない．実際，次の行列の組を与え
ればよい．

ACA(y1, y2) =

 0 0 y21y
3
2

0 0 0

y1y
2
2 0 1

 , BCA =

0 0 0

0 1 0

0 0 0


また，QRT写像の不変曲線は次のような 2次曲線になる：

y1y
2
2w

2 + λzw + y21y
3
2z

2 + 1 = 0 (5)

したがって，楕円曲線の加法構造は退化しており，A
(1)
1 型クラスター代数の変異の幾何学的描像

は明らかではない．

4



4 周期離散戸田格子とA
(1)
1 型クラスター代数の対応

N = 1の周期離散戸田格子と A
(1)
1 型クラスター代数はそれぞれQRT写像として実現できるこ

とが分かった．この事実から次の定理がしたがう．

定理 2 ([8] Theorem 3). 次の行列の組で与えられるQRT写像をそれぞれ φTL，φCAとおく：ATL(a, 0) =

0 0 a

0 0 1

1 0 0

 , BTL(0) =

0 0 0

0 1 0

0 0 0


 ,

ACA(a
2ξ, 1/aξ) =

 0 0 a/ξ

0 0 0

1/ξ 0 1

 , BCA =

0 0 0

0 1 0

0 0 0




このとき，φn
CA(ξ, η) =

(
ξ(n), η(n)

)
とすると，次が成り立つ：

ξφ2n
TL(ξ, η) = ξ(n)φn

CA(ξ, η) =

((
ξ(n)

)2
, ξ(n)η(n)

)
for n ≥ 0

この定理より，周期離散戸田格子 χ1を用いて A
(1)
1 型クラスター代数の変異を表すことが可能

になる．すなわち，楕円曲線 (2)上の点の加法の 2次曲線 (5)上の点の運動への退化極限（b→ 0）
としてA

(1)
1 型クラスター代数の変異を理解できる．

5 まとめ
A

(1)
N 型アフィン Lie代数に対応する離散戸田格子（周期離散戸田格子）の時間発展は超楕円曲

線の加法に他ならず，とくに N = 1の場合，楕円曲線の加法となる．QRT写像は楕円曲線の加
法の定める力学系の一般的形式であるため，A

(1)
1 型離散戸田格子はQRT写像として実現できる．

一方，A
(1)
1 型クラスター代数の変異もQRT写像として同様に実現可能であるため，QRT写像を

通して周期離散戸田格子とA
(1)
1 型クラスター代数の対応関係を構築できる．A

(1)
1 型クラスター代

数の変異に対応するQRT写像の不変曲線は２次曲線へ退化しており，楕円曲線の加法としての構
造は見えなくなっているが，この離散戸田格子との対応関係を通して，A

(1)
1 型クラスター代数の

変異の幾何学的解釈が得られる．
大久保により得られた離散戸田格子とクイバーとの対応関係において，A

(1)
1 型の場合には次の

ようなクイバーQTLの変異が離散戸田格子の時間発展に対応する：

-

-

-

-
I

	

I
	

(0,0)

(0,1)

(1,0)

(1,1)

QTL

µ(0,0)←→

--

--

I

R

I
R

?

4

(0,1)

(1,0)

(1,1)

(2,0)

µ(0,0)(QTL)

µ(0,1)←→ -

-

-

-
I

	

I
	

(1,0)

(1,1)

(2,0)

(2,1)

µ(0,1) ◦ µ(0,0)(QTL)

ただし，交換行列とクイバーの１対１対応を通して，クイバーの変異を定める [2, 9]．また，矢の
隣の数字 4は矢の本数を表す．一方，A

(1)
1 型クラスター代数に付随するクイバーQCAの変異は次

のようになる：

--1 2

QCA
µ1←→ --2 1

µ1(QCA)
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初期クイバーを QTL とする長さ 2 の変異列 µ(0,1) ◦ µ(0,0)（すなわち，左端の QTL から右端の
µ(0,1) ◦ µ(0,0)(QTL)への変異）を考えると，そこに現れるランク 2の部分クイバーはすべて QCA

である．これは，定理 2において，離散戸田格子の二階の時間発展とA
(1)
1 型クラスター代数の１

回の変異が関係づけられることと対応している．このようにクイバーの変異から見ても，定理 2

のような主張が成り立つことは自然である．さらに，クイバー µ(0,0)(QTL)にはランク 2の部分ク
イバーとしてA

(2)
2 型が現れるが，この事実とA

(1)
1 型離散戸田格子の時間発展との関係については

よく分かっておらず，今後の課題である．
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