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Jeu de taquin slideと超離散KP方程式

立教大学大学院理学研究科　片山 陽介 (Katayama, Yosuke)

立教大学理学部　筧 三郎 (Kakei, Saburo)

概要

三上・太田は組合せ論における jeu de taquin slideの操作を差分方程式で表し, 超離散 KP方程式との関

係を議論した. 本研究では三上・太田の結果に若干の変更を加え, 逆操作にも適用可能な方程式を提案する.

1 はじめに

Young図形とは, 単位長さの正方形の箱を左端に揃えて, 上から下に箱の個数が (広義)単調減少となるよう

に隙間なく並べてできる図形のことを言う. また Young図形に数字を入れたものを Young盤という [1, 9, 10].

Schützenbergerは, この Young盤の箱をある規則に従って縦や横に移動させる jeu de taquin slideという組

み合わせ論的な操作を導入した [8]. 三上・太田は jeu de taquinの操作を記述する差分方程式を導出し, その

方程式と超離散 KP方程式との関係を議論した [4].

Jeu de taquin slideは可逆な操作であり, 逆操作を行うことが可能である. しかし, 三上・太田の差分方程式

はそのままでは逆操作を行うことができない. そこで以下では, 三上・太田が発見した差分方程式に若干の変

更を加え, 逆操作にも適用可能な方程式を提案する. まずは Young図形についての基本的な定義をいくつか紹

介し, jeu de taquin slideの操作方法について説明する [1, 9].

定義 1. n次の Young図形

箱を上と左に詰めて並べた図形を Young図形という (図 1の λや µ). Young図形の箱の個数が n個である

とき, n次の Young図形という.

定義 2. Skew Young図形 λ/µ

Young図形 λ から, それよりも小さな Young図形 µ を取り除いた図形 λ/µを skew Young図形という (図

2). このとき, 取り除かれた µを empty boxという. 特に, µi は i行目の empty boxの個数を表す.

定義 3. Young盤

Young図形に数字を入れたものを Young盤といい, Young盤の中に各行, 各列において狭義単調増加とな

るように数字を入れたものを標準盤という (図 3). 以下では標準盤のみを扱う.

図 1 Young図形の例 図 2 Skew Young図形の例 図 3 標準盤の例

次に jeu de taquin slideの操作方法について説明する. まず slideを開始する箱 bを決める. bは empty box

の中で右と下に数字の入っている箱があるものに限る. その bについて下の箱（α）と右の箱（β）を比較し,

α < β なら α と入れ替え, α > β なら β と入れ替える (つまり, 数字が小さい方と b を入れ替える操作とな

る: 図 4). この操作を右と下に箱がなくなるまで続ける. ただし, 片方に箱がなければある方と入れ替える. 右

と下に箱がなくなる状態まで slide を行ったら, 最後に empty box b を取り除く. 以上の操作を図 3 の skew
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Young盤に適用すると, 図 5のようになる.

図 4 Slideによる箱の動き

図 5 Slideの例

ある skew Young盤が与えられたとき, すべての empty boxに対して slideを行うと, skewではない Young

盤ができる. この Young盤は slideを行う順に依らず一意的に定まることが知られている [1].

2 Jeu de taquin slideを記述する差分方程式

ここでは先に紹介した組合せ論における jeu de taquin slide の操作が差分方程式で表されることを紹介す

る. そのためにまず与えられた skew 標準盤に対して, 整数を成分とする行列の成分 (fi,j), (f
′
i,j)を以下のよう

に定める. *1

• fi,j : slide前における, i行目までにある j 以下の箱の個数

• f ′
i,j : slide後における, i行目までにある j 以下の箱の個数

ただし, 1 ≤ iかつ 1 ≤ j であり, f0,j = f ′
0,j = fi,0 = f ′

i,0 = 0を満たすものとする. 例えば, 図 5の例に対す

る (fi,j), (f
′
i,j) は, 図 6のようになる.

↓ ↓

(fi,j) =

 0 0 1 1 1
0 1 2 3 3
1 2 3 4 5

 −→ (f ′
i,j) =

 0 1 2 2 2
0 1 2 3 3
1 2 3 4 5


図 6 整数行列 (fi,j), (f

′
i,j) の例

*1 三上・太田は fij を i− 1行目までにある j 以下の箱の個数, f ′
ij を i− 2行目までにある j 以下の箱の個数と定義した. ここでは

後の便宜のため上のように定義する.
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こうして, 整数行列 (fi,j)と分割 µの組 ((fi,j), µ) と, skew標準盤 T とが 1対 1に対応する. この対応を用

いて Young盤を整数行列で表記することで, jeu de taquin slideを差分方程式で表すことができる.

命題 1 (三上・太田方程式 [4]). T を λ/µ型の skew 標準盤とし, jeu de taquin slideを開始する箱を bとす

る. µ′ = µ\{b} とするとき, 次の等式が成立する:

fi,j−1 + f ′
i,j = max

(
fi,j + f ′

i,j−1, fi+1,j + f ′
i−1,j−1 + µ′

i+1 − µ′
i

)
. (1)

ここまでは順方向の slideに関して記述してきたが, jeu de taquin slideには逆操作にあたる “逆 slide” とい

う操作もある. これはある empty boxに対して左の箱と上の箱の数字を比較し, 大きい方と入れ替える操作で

ある. この逆 slideという操作に (1)が適用できるのかを考えてみよう. すなわち, (f ′
i,j), µ

′ から (fi,j), µ を

定める, という問題を考える. すぐ分かるように, (f ′
i,j), µ

′ から (fi,j) を定めることはできるが, (f ′
i,j), µ

′ か

ら どのように µ を定めればよいか, 方程式 (1)からは明らかではない. そこで以下では三上・太田方程式に若

干の変更を加え, 逆 slideにも適用可能な方程式を導出する.

まず, skew 標準盤に対応付ける整数行列の定義を少し変更する. すなわち, 与えられた skew 標準盤に対し

て, 整数行列 (gi,j), (g
′
i,j) を以下のように定める (ただし, empty boxの中には数字 0が入っているものとす

る):

• gi,j : slide前における, i行目までにある 0を含む j 以下の箱の個数,

• g′i,j : slide後における, i行目までにある 0を含む j 以下の箱の個数.

ただし, 1 ≤ iかつ 0 ≤ j であり, g0,j = g′0,j = 0を満たすものとする. 例えば, 図 5の例に対する (gi,j), (g
′
i,j)

は, 図 7のようになる.

↓ ↓

(gi,j) =

 2 2 2 3 3 3
3 3 4 5 6 6
3 4 5 6 7 8

 −→ (g′i,j) =

 1 1 2 3 3 3
2 2 3 4 5 5
2 3 4 5 6 7


図 7 整数行列 (gi,j), (g

′
i,j) の例

以上のように行列の定義を少し変更すると, jeu de taquinを表す方程式は以下のようになる.

命題 2. 上で定義した (gi,j), (g
′
i,j) は, 次の方程式を満たす:

gi,j−1 + g′i,j = max
(
gi,j + g′i,j−1, gi+1,j + g′i−1,j−1

)
. (2)

(1)と (2)の方程式を比較すると非常に似ているように見えるが, 以下に示すように (1)と (2)は異なる方程

式である. fi,j と gi,j の定め方から,

gi,j = fi,j +
i∑

k=1

µk (3)

が成り立つ. (3)を (1)に代入すると,

gi,j−1 −
i∑

k=1

µk + g′i,j −
i∑

k=1

µ′
k

= max

(
gi,j −

i∑
k=1

µk + g′i,j−1 −
i∑

k=1

µ′
k, gi+1,j −

i+1∑
k=1

µk + g′i−1,j−1 −
i−1∑
k=1

µ′
k + µ′

i+1 − µ′
i

)
(4)
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となり, これを整理すると,

gi,j−1 + g′i,j = max
(
gi,j + g′i,j−1, gi+1,j + g′i−1,j−1 − µi+1 + µ′

i+1

)
(5)

が得られるが, (2)とは一致しない.

また (3)を (2)に代入すると,

fi,j−1 +
i∑

k=1

µk + f ′
i,j +

i∑
k=1

µ′
k

= max

(
fi,j +

i∑
k=1

µk + f ′
i,j−1 +

i∑
k=1

µ′
k, fi+1,j +

i+1∑
k=1

µk + f ′
i−1,j−1 +

i−1∑
k=1

µ′
k

)
(6)

となり, これを整理すると,

fi,j−1 + f ′
i,j = max

(
fi,j + f ′

i,j−1, fi+1,j + f ′
i−1,j−1 + µi+1 − µ′

i

)
(7)

が得られるが, やはり (1)とは一致しない. これらの結果から (1)と (2)とは等価ではないことがわかる.

(2)の証明に向けて, 新たに記号 λ
(j)
i , λ

(j)′
i を以下のように定義する.

• λ
(j)
i : slide前における, i行目にある 0を含む j 以下の箱の個数

• λ
(j)′
i : slide後における, i行目にある 0を含む j 以下の箱の個数

このとき, λ(j) = {λ(j)
1 , λ

(j)
2 , . . .} として作られる分割は, (0を含む) j 以下の数字の箱からなる Young図形と

対応する. こうして Young図形の増大列 λ(0) ⊂ λ(1) ⊂ λ(2) ⊂ · · · ⊂ λ(N) が得られる (λ(0) = µ, λ(N) = λ).

標準盤の定義より, λ
(j)
i+1 ≦ λ

(j)
i であり, 移動前後で λ

(j)′
i ≦ λ

(j)
i が成り立つことは明らかであろう. さらに

(2)の証明に用いる補題を１つ紹介する.

補題 1. λ
(j)′
i ≧ λ

(j)
i+1 (∀i, j)

補題 1の証明. 示したい式は次と等価である:

λ
(j)
i − λ

(j)
i+1 ≧ λ

(j)
i − λ

(j)′
i . (8)

ここで (8) の右辺 λ
(j)
i − λ

(j)′
i の値は 0 または 1 であり, λ

(j)
i − λ

(j)′
i = 0 のとき, λ(j) が標準盤であること

から, 示したい式 λ
(j)
i − λ

(j)
i+1 ≧ 0 は自明に成立する. そこで, λ

(j)
i − λ

(j)′
i = 1のとき, λ

(j)
i ̸= λ

(j)
i+1 を言えば

良い.

ここで背理法を用いることにして, λ
(j)
i − λ

(j)′
i = 1 かつ λ

(j)
i = λ

(j)
i+1 を仮定する. このとき, slideの前後で

第 i行が 1だけ減少するので他の行の長さは変化せず, 特に λ
(j)
i+1 = λ

(j)′
i+1 である. すると,

λ
(j)
i+1 = λ

(j)′
i+1 ≦ λ

(j)′
i = λ

(j)
i − 1 = λ

(j)
i+1 − 1 (9)

となり, 矛盾が生じる.

ここで命題 2.2の証明に戻る.

命題 2.2の証明. (2)の両辺から gi,j + g′i,j−1 を引くと

(g′i,j − g′i,j−1)− (gi,j − gi,j−1) = max
(
0, (gi+1,j − gi,j)− (g′i,j−1 − g′i−1,j−1)

)
(10)

となる. 関係式 gi,j =
i∑

k=1

λ
(j)
k が成り立つことに注意して, λ

(j)
i を用いて表すと

(g′i,j − g′i,j−1)− (gi,j − gi,j−1) = max
(
0, λ

(j)
i+1 − λ

(j−1)′
i

)
(11)
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となる. このように変形することで, (11)の左辺は以下のように組合せ論的な意味づけができる:

(11)の左辺 = (slide後の i行目までの j の数)− (slide前の i行目までの j の数)

=

{
1 (j が i+ 1行目から i行目に移動)

0 (その他)
(12)

(11)の右辺 = max
(
0, λ

(j)
i+1 − λ

(j−1)′
i

)
が (12)と一致することを調べれば良いが, 以下の 3つの場合を調べれ

ば十分である:

(i) j が移動後に i行目にないとき.

(ii) j が移動後に i行目、移動前に i+ 1行目にあるとき.

(iii) j が移動前後で i行目にあるとき.

これらは補題 1からすぐに導かれる.

3 超離散 KP方程式との関係

この節では, 方程式 (2)と超離散 KP方程式との関係を扱う. まず広田・三輪方程式（あるいは離散 KP方

程式）と呼ばれる以下の差分方程式を考える:

a1(a2 − a3)τ(l + 1,m, n)τ(l,m+ 1, n+ 1)

+a2(a3 − a1)τ(l,m+ 1, n)τ(l + 1,m, n+ 1)

+a3(a1 − a2)τ(l,m, n+ 1)τ(l + 1,m+ 1, n) = 0. (13)

方程式 (13)において τ(l,m, n) = λmnµmlνlmτ̃(l,m, n)とおけば, ゲージ変換のパラメータ λ, µ, ν を適当な値

を選ぶことで方程式の係数を調整できることが知られている [3]. ここでは, λ = a1(a2−a3), µ = −a2(a3−a1),

ν = a3(a1 − a2) として, 以下の方程式を扱うことにする:

τ̃(l + 1,m, n)τ̃(l,m+ 1, n+ 1)

−τ̃(l,m+ 1, n)τ̃(l + 1,m, n+ 1)

+τ̃(l,m, n+ 1)τ̃(l + 1,m+ 1, n) = 0. (14)

ここで, τ̃(l,m, n) = f(m,n− 1), τ̃(l + 1,m, n) = f ′(m,n− 1) と書き換えると,

f(m+ 1, n)f ′(m,n− 1)

−f(m+ 1, n− 1)f ′(m,n)

+f(m,n)f ′(m+ 1, n− 1) = 0 (15)

となる. さらに

[
m

n

]
=

[
0 −1

−1 1

][
i

j

]
によって (i, j)座標を定め, fi,j = f(m,n) と変数変換すると,

fi+1,jf
′
i−1,j−1 − fi,j−1f

′
i,j + fi,jf

′
i,j−1 = 0 (16)

となる. 標準的な手続きに従って fi,j = exp(Fi,j/ϵ)とし, 極限 lim
ϵ→+0

ϵ log をとると, 以下のように超離散化さ

れる [2, 11]:

Fi,j−1 + F ′
i,j = max

(
Fi,j + F ′

i,j−1, Fi+1,j + F ′
i−1,j−1

)
. (17)

この意味で, ここでは (17)を超離散 KP方程式と呼ぶことにする. 超離散 KP方程式 (17)が, jeu de taquin

slide を記述する方程式 (2)と一致していることは明らかであろう.

Skew 標準盤を 1 つ用意すれば, そこに jeu de taquin slide を施すことで方程式 (2) の解を構成できるが,

そうして得られた解を “逆超離散化” して広田・三輪方程式 (13)の解を得ることには, 今のところ成功してい

ない.
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4 おわりに

本稿では, empty boxである µというパラメータを行列の成分 gi,j の中に組み込むことで, 三上・太田の方

程式を, 逆 slideにも適用可能なより簡潔な形に書き換えた. 超離散 KP方程式との関係を見る上でも, 今回の

方程式のほうが直接つながる形をしている. しかし, その対応関係を利用して可積分系的な構造 (例えば解の行

列式構造) 等を議論することには, 残念ながら成功していない. また, 我々の方程式が成り立つのは標準盤に限

られるため, 同じ数字を 2つ以上持つ半標準盤における jeu de taquinを記述する方程式を見つけることは, 今

後の課題の 1つに挙げられる.

組合せ論と超離散系との関係は, 近年, 多くの研究がなされてきた分野である. 野海・山田は論文 [5]におい

て, Young図形に対する別の組合せ論的操作である RSK対応と, 超離散可積分系との関係を示した. RSK対

応と jeu de taquin とは密接な関係を持つので [1], 野海・山田の結果と今回の結果とが, 何らかの形で結びつ

くことが期待できる. また, 組合せ論的, 表現論的には, jeu de taquin の様々な拡張が考えられている (例えば

文献 [6, 7]では shifted盤に対するものが導入されている). それらを記述する差分方程式を探すことも, 興味

深い課題である.
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