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病理モデルにおける連続型と超離散型との対応関係

東京都立荻窪高等学校 関口 真基 (SEKIGUCHI Masaki)

東京理科大学 石渡 恵美子 (ISHIWATA Emiko)

概 要 連続型病理モデルを超離散化することで得られる超離散型病理モデルの解の挙動が，もと

の連続型モデルと同様に議論できることを示し，解の大域的性質が，連続型モデルと超離散型モデル

で対応することを示す．

1 はじめに

自然や人間社会の現象を把握するために，様々な数理モデルが提案されている．多くの数理モ
デルは微分方程式で表され，固有値やリアプノフ関数などを用いて，その解の安定性を把握する
ことがこれまで行われている．
本報告では，以下の SIR病理モデルについて取り上げる：

S′(t) = Λ−MS(t)−BS(t)I(t− ω′),

I ′(t) = BS(t)I(t− ω′)−MI(t)− ΓI(t),

R′(t) = ΓI(t)−MR(t).

(1.1)

ここで S(t), I(t)，R(t)は，感染する可能性のある感受性保持者，感受性保持者を感染させる力を
もつ感染者，感染から回復して感受性保持者や感染者とならない免疫保持者の時間 tにおける個
体数を表す．個体数は感受性保持者として一定の割合Λで増加するものとし，一定の割合M で個
体数に比例して減少するものとする．感受性保持者と感染者との接触により感受性保持者が減少
し感染者は増加するとし，感染力の強さをBで表す．感染者は一定の割合 Γにより免疫保持者と
なる．係数Λ，M，B，Γは正の実数である．また，感染者が感受性保持者に感染させる力をもつ
段階に至るまでに時間差があることを考慮するために，時間遅れを表す非負の実数 ω′を用いる．
一般解を導出することが困難である非線形微分方程式に対しては，平衡点の安定性を解析する
試みが多く行われており，大きくは線形化されたときの係数行列の固有値で判別する局所的安定
性と，初期値に依存しない大域的安定性に分けられる．近年では，式 (1.1)のような時間遅れを含
む数理モデルの大域的安定性の解明が進んでいるが，時間遅れを含まないモデルと比較すると，そ
の解析は困難であることが知られている．特に式 (1.1)に対しては，時間遅れが十分大きいとき，
内部平衡点が大域的安定性をもつ条件が未解決問題であった．
McCluskey [2]は式 (1.1)に対して境界平衡点と内部平衡点が大域的漸近安定性をもつ条件を示
している．すなわち，式 (1.1)が境界平衡点のみをもつ条件 BΛ

M < M + Γを満たすならば，境界
平衡点は大域的漸近安定である．一方，式 (1.1)が内部平衡点をもつ条件 BΛ

M > M + Γを満たす
ならば，内部平衡点は大域的漸近安定となる．これらの結果は，平衡点が大域的安定性をもつ条
件を完全に明示しただけでなく，時間遅れを含まない場合と同等の結果をもたらした意味でも重
要である．

2 離散型 SIR病理モデル

式 (1.1)のような連続型モデルの解の挙動は，離散化によって得られる差分方程式（離散型モデ
ル）を利用して把握することができる．このように数値計算を活用して現象を把握する手法は多
くの分野で活用されているが，連続型ロジスティック方程式に陽的オイラー法を用いるとカオスが
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発生するなど，単純な離散化ではもとの連続型モデルの性質を保持することが困難であることが
知られている．また，一般的に離散型モデルの解の安定性は，連続型モデルに比べて限定的であ
ることが知られている [1]．これに対し，Mickens [3]が提案している陽的項と陰的項を組み合わせ
る離散化は安定的な数値計算を実現することが報告されている．ただし，離散型モデルがもとの
連続型モデルと同等の性質をもっているかどうかは，改めて解の安定性を調べなければ保証され
ない．このような問題に対して，[3]の離散化を応用して得られる離散型病理モデルの解の大域的
安定性に著者の１人は [4]で言及しており，大域的安定性を明示するために連続型モデルにおける
解析手法を応用している．また，連続型病理モデルと同等の性質を明示した結果は，様々な連続
型病理モデルに応用されている [7]．さらに，式 (1.1)に対して，Enatsuら [5]は次の離散型 SIR

病理モデルを導出し，その平衡点の大域的安定性を明示している．
Sn+1−Sn

h = Λ−MSn+1 −BSn+1In−ω,
In+1−In

h = BSn+1In−ω −MIn+1 − ΓIn+1,
Rn+1−Rn

h = ΓIn+1 −MRn+1.

(2.1)

[5]では，連続型モデル (1.1)に対して用いられているリアプノフ関数を離散型モデル (2.1)に応用
することで，[2]で得られた平衡点の大域的漸近安定性と同等の結果を報告している．このように，
離散化を工夫し，連続型 SIR病理モデルでの手法を応用することで，連続型モデルの大域的安定
性を保持する離散型 SIR病理モデルが導出できることは明らかになっている．しかしながら，離
散型 SIR病理モデルの従属変数を離散化することで得られる超離散型 SIR病理モデルが，もとの
連続型病理モデルと同等の解の大域的性質をもっているかどうかは未解明である．
本報告ではまず，超離散型 SIR病理モデルを提案する．連続型病理モデルを離散化する手法は
いくつか知られているが，超離散化をするためには，病理モデルとして最も重要な解の正値性が
保たれるように離散化を工夫しなければならない．一般的に超離散型モデルでは，保存量を利用
することで解の性質を明らかにしようとするが，今回の超離散型 SIR病理モデルに対しては，得
られた漸化式を逐次計算することで解の漸近挙動を把握する．その結果，初期値に依存しない条
件により解の極限挙動を判別することができ，具体的な挙動やそれを導く十分条件がもとの連続
型 SIR病理モデルと密接に対応することが得られる．

3 超離散型 SIR病理モデル

本節では，連続型 SIR病理モデル (1.1)に対応する超離散型 SIR病理モデルを導出し，初期値
に依存しない解挙動に関する結果について述べる．

3.1 超離散化

超離散化では以下の式 (3.1)を用いて，通常の四則演算で表された離散型モデルをマックス‐プ
ラス代数で表される超離散型モデルに変換することを考える [8]：

lim
ϵ→+0

ϵ log
(
ea/ϵ + eb/ϵ

)
= max (a, b) . (3.1)

ここで，aと bは任意の実数である．例えば，A+B（AとBは正の実数）という加法はA = ea/ϵ，
B = eb/ϵとすると，max (a, b)となる．注意すべきことは，離散型モデルにおける変数や係数が正
の実数であること，そして，減法が変換できないことである．そのため，連続型モデルを離散化
して得られる離散型モデルのすべてが超離散化できるわけではない．
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式 (1.1)のような連続型病理モデルを超離散化した例として，保存量の存在を明示した結果があ
る [9]．連続型病理モデルの離散化を工夫し，さらに超離散化することで超離散型病理モデルを導
出し，連続型・離散型・超離散型モデルにおいてそれぞれ保存量が存在することを示している．し
かしながら，離散型モデルの解が正値性をもつ条件や保存量が存在する条件が限定的であるため，
連続型モデルと離散型モデルの対応関係に相当する結果は得られていない．
本報告ではまず，以下の超離散型 SIR病理モデルを提案する：

xn+1 = max (λ, xn)−max (0, µ, β + yn−ω) ,

yn+1 = max (yn, β + xn+1 + yn−ω)−max (0, µ, γ) ,

zn+1 = max (zn, γ + yn+1)−max (0, µ) .

(3.2)

ここで，定数 λ，µ，β，γは実数とし，特に µ > 0とする．また，時間遅れを表す定数 ωは非負の
整数とする．離散型モデル (2.1)において S = ex/ϵ, I = ey/ϵ，R = ez/ϵ，hΛ = eλ/ϵ, hM = eµ/ϵ,

hB = eβ/ϵ，hΓ = eγ/ϵと変数変換を行い，式 (3.1)を利用することで式 (3.2)は得られる．式 (2.1)

の初期値や係数は正の実数を仮定していたが，変数変換で用いる指数部は負の値も取り得るため，
超離散型モデル (3.2)での初期値と係数は実数全体を考えることが自然である．よって，式 (3.2)

の初期値は以下のように仮定する：

−∞ < x0 < ∞, −∞ < y0 < ∞, −∞ < z0 < ∞. (3.3)

また，もし µ < 0とすると，式 (3.2)の第 1式を差分方程式に戻す際に，

Sn+1 − Sn

h
=

Λ+ Sn

1 +BIn−ω

となり，個体の減少を考慮しないモデルとなってしまうため，µ > 0の仮定も自然である．

3.2 解の極限挙動

具体的に，連続型・離散型モデルで着目されてきた，任意の初期値が与えられた場合の超離散
型 SIR病理モデル (3.2)の解の挙動を考える．今回は時間遅れを考慮しない ω = 0とした超離散
型モデル (3.2)のみを扱う．任意の初期値 (3.3)が与えられると，

x1 = max (λ, x0)−max (µ, β + y0)

が成り立つ．このことから，λと x0，µと β + y0の大小関係を比較する 4つの場合分けが必要と
なる．x1が決まると y1を決めるための場合分けが発生する．これらの場合分けを丁寧に行ってい
くことで解の極限挙動を把握することができる．
簡単な例として，x0 < λかつ β + y0 < µの場合を示す．このとき，x1 = λ− µとなる．もし，

β + λ− µ < max(µ, γ)ならば，

y1 = max (y0, β + λ− µ+ y0)−max(µ, γ)

= y0 +max (0, β + λ− µ)−max(µ, γ),

x2 = max (λ, x1)−max (µ, β + y1)

となり，y1 < y0であるから x2 = λ− µとなる．y2 = y0 + 2 {max (0, β + λ− µ)−max(µ, γ)}と
なり，以降は xの値は定数 λ− µを取り続け，yは単調に減少し続けることがわかる．このとき，
yが単調に減少し続けるため，zも yと同様に単調に減少し続ける．
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一方，max(µ, γ) < β + λ− µならば，

x2 = λ− µ,

y2 = max (y1, β + λ− µ+ y1)−max(µ, γ)

= y0 + 2 {β + λ− µ−max(µ, γ)} ,
z2 = max

(
z0 − µ, γ + y0 − µ+ y0 + β + λ− µ−max(µ, γ),

γ + y0 + 2 {β + λ− µ−max(µ, γ)}
)
− µ

= max (z0 − 2µ, γ + y0 − µ+ 2 {β + λ− µ−max(µ, γ)})

となる．さらに，β + y0 + 2 {β + λ− µ−max(µ, γ)} < µならば，

x3 = λ− µ,

y3 = y0 + 3 {β + λ− µ−max(µ, γ)} ,
z3 = max (z0 − 3µ, γ + y0 − µ+ 3 {β + λ− µ−max(µ, γ)})

となる．よって，β + y0 + k {β + λ− µ−max(µ, γ)} < µかつ µ < β + y0 + (k+1)
{
β + λ− µ−

max(µ, γ)
}
を満たす整数 kが存在し，以下の漸化式が成り立つ．

xk+1 = λ− µ,

yk+1 = y0 + (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)} ,
zk+1 = max (z0 − (k + 1)µ, γ + y0 − µ+ (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)}) .

(3.4)

このとき，

xk+2 = max (λ, λ− µ)−max (µ, β + y0 + (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)})
= λ− {β + y0 + (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)}} ,

yk+2 = max (yk+1, β + λ− {β + y0 + (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)}}+ yk+1)−max(µ, γ)

= λ−max(µ, γ)

となる．ここで，以下の関係が成り立つことに注意する．

β + λ− {β + y0 + (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)}}
= µ+max(µ, γ)− {β + y0 + k {β + λ− µ−max(µ, γ)}}
> max(µ, γ).

このとき，zについて

zk+2 = max
(
z0 − (k + 1)µ, γ + y0 − µ+ (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)} ,
γ + λ−max(µ, γ)

)
− µ　

= max (z0 − (k + 2)µ, γ + λ− µ−max(µ, γ))

となる．ここで，以下の関係が成り立つことに注意する．

γ + y0 − µ+ (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)} − {γ + λ−max(µ, γ)}
= β + y0 − µ+ k {β + λ− µ−max(µ, γ)} − µ

< −µ.
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以降は次のように x, y, zが一定の値をとり続ける．特に，式 (3.4)の zのmax内の第 1項は単調
に減少するが第 2項は常に一定の値をとるので，時間が十分経過すれば zは一定の値をとる．

xk+3 = max (λ, λ− {β + y0 + (k + 1) {β + λ− µ−max(µ, γ)}})
−max (µ, β + λ−max(µ, γ))

= −β +max(µ, γ),

yk+3 = max (yk+2,max(µ, γ) + yk+2)−max(µ, γ)

= yk+2

= λ−max(µ, γ),

zk+3 = max (z0 − (k + 3)µ, γ + λ− µ−max(µ, γ)) .

このように丁寧に場合分けをすることで，任意の初期値に対して β + λ− µとmax(µ, γ)の値の大
小で解の極限挙動を判別することができる．
表 1と表 2は，連続型モデル (1.1)，離散型モデル (2.1)および超離散型モデル (3.2)における解
の漸近挙動を判別する十分条件と解の極限を示している．どちらの場合も，連続型モデル (1.1)と
同様に超離散型モデル (3.2)の解の極限挙動が判別できている．連続型モデル (1.1)の解挙動と離
散型モデル (2.1)の解挙動が対応することは既に知られている [5]．超離散化で用いる変数変換と
式 (3.1)により，十分条件や解の極限が自然に対応していることがわかる．表 2における感染者 I

と yの極限に注目すると，連続型・離散型の極限を表す数式に減法を用いているため，式 (3.1)を
利用して超離散型モデル (3.2)の極限を予想することは困難である．超離散型モデルでは保存量に
着目することが多く行われてきたが，もとの連続型モデルの解が一定の値に収束するような場合
には，多少煩雑ではあるが，漸化式を逐次計算していく手法が有効である．

表 1: SIR病理モデルの感染者が常在しない場合の条件と漸近挙動

連続型 [2] 離散型 [5] 超離散型
十分条件 BΛ

M < M + Γ β + λ− µ < max(µ, γ)

漸近挙動
lim
t→∞

(S(t), I(t)) = lim
n→∞

(Sn, In)

=

(
Λ

M
, 0

) lim
n→∞

(xn, yn)

= (λ− µ,−∞)

表 2: SIR病理モデルの感染者が常在する場合の条件と漸近挙動

連続型 [2] 離散型 [5] 超離散型
十分条件 M + Γ < BΛ

M max(µ, γ) < β + λ− µ

漸近挙動
lim
t→∞

(S(t), I(t)) = lim
n→∞

(Sn, In)

=

(
Γ +M

B
,

Λ

M + Γ
− M

B

) lim
n→∞

(xn, yn)

= (−β +max(µ, γ), λ−max(µ, γ))

3.3 超離散型 SIS病理モデルの解の極限挙動

感染者が治癒をしても免疫を獲得できないなど，免疫保持者が存在しない SIS病理モデルに対
しても，離散化を工夫して超離散型モデルを導出すると解の漸近挙動を把握することができる．時
間遅れを含まない場合において，離散化を工夫することで連続型 SIS病理モデルと同等に大域的
安定性を議論できる離散型 SIS病理モデルが導出できることが報告されている [6]．
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次のように離散化した離散型 SIS病理モデルを超離散化することを考える：
Sn+1−Sn

h = Λ−MSn+1 −BSn+1In + FIn+1,
In+1−In

h = BSn+1In−ω − (M + Γ + F )In+1.

SIS病理モデルは感染者から一定の割合で感受性保持者になることを表しているため，連続型モデ
ルを離散化するときに陰的項を増やす必要がある．その結果，SIR病理モデルよりも超離散化の
過程が複雑になる．離散型 SIR病理モデル (2.1)を超離散化したように変数変換を行うと，超離散
型 SIS病理モデルは以下のようになる：xn+1 = max {max (µ, δ, f) + max (λ, xn) , f + yn} ,

yn+1 = yn +max (0, β + xn+1)−max (µ, δ, f) .

このとき，β + λ − µ < max(µ, δ, f) ならば，limn→∞ (xn, yn) = (λ− µ,−∞) となる．一方，
max(µ, δ, f) < β+λ−µならば，limn→∞ (xn, yn) = (max(µ, δ, f)− β, λ−max(µ, δ))となる．超
離散型 SIS病理モデルの解の極限挙動も，連続型・離散型モデルと自然な形で対応している．

4 まとめ

本報告では，超離散型 SIR病理モデルを提示し，時間遅れを含まない場合の解の挙動について，
連続型 SIR病理モデルにおける結果と対応することを示した．連続型・離散型モデルにおける結
果から，超離散型モデルの解の漸近挙動を予想することはできるが，max演算を含むことで超離
散型モデルではリアプノフ関数等の従来用いられてきた解析手法をそのまま応用することは難し
いと思われる．今回のように逐次計算を用いると，max演算によって返される値が一意に定まる
ため，結果的に，超離散型モデルの解挙動は連続型・離散型モデルよりも把握しやすくなる．
時間遅れを含む ω ̸= 0とした式 (3.2)でも，ω = 0の場合と同様に，β + λ− µとmax(µ, γ)の
値の大小で解の極限挙動を判別できることが，数値例では確認できている．しかし，ω = 0の場合
と比べて，場合分けが飛躍的に煩雑となるため，任意の初期値に対して示すことは容易ではない．
今後，この解明を続けたい．
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