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パンルヴェ III型方程式のある特殊解系列の超離散極限

法政大学理工学部　礒島伸（ISOJIMA Shin）

概要　本稿では, [1]に基づいて, 差分 Bessel関数を成分とする行列式を用いて表される, 差分 Painlevé III型

方程式の特殊解の系列の超離散類似を与える.

1 符号付き超離散化

超離散化 [2]は, 与えられた減算を含まない差分方程式に対して, 従属変数の置き換え xn = eXn/ε と超離散

極限 lim
ε→+0

ε log(∗)を施す操作である. 極限においては, 任意の実数 X, Y について成り立つ公式

lim
ε→+0

ε log(eX/ε + eY/ε) = max(X,Y ) (1)

が重要である. この操作により, 元の差分方程式から max演算, 和, 差で表される区分線形方程式が得られる.

例として

xn+1 =
1 + xn
xn−1

(2)

を超離散化すると, 1 = e0/ε に注意して次のようになる：

(2) ⇔ Xn+1 = lim
ε→+0

ε
{
log(e0/ε + eXn/ε)− log eXn−1/ε

}
→ Xn+1 = max(0, Xn)−Xn−1.

とくに, 初期値 X0, X1 を整数とすると, すべての nについて Xn も整数値をとることがわかる. この意味で,

従属変数が離散値を取る差分方程式, すなわちセルオートマトンが超離散化によって得られる.

超離散化を行うためには, 解が正値で減算を含まない方程式でなければならない. 解の正値性は xn = eXn/ε

から要請され, 方程式が減算を含む場合は (1)の和を差に置き換えた極限の意味のある評価が困難である. こ

の制約を解消するために, 符号付き超離散化が提案された [3]. 具体的には, 差分方程式の従属変数 xn に対し,

符号変数 ξn ∈ {+1,−1} と振幅変数 Xn ∈ R を ξn = xn/|xn|, eXn/ε = |xn| により導入する. また, 関数

s : {1,−1} → {0, 1}を s(1) = 1, s(−1) = 0で定義する. これらの変数を用いて, xn = eXn/ε の代わりに

xn = ξne
Xn/ε = {s(ξn)− s(−ξn)}eXn/ε =

{
eXn/ε (xn > 0)

−eXn/ε (xn < 0)
(3)

という置き換えを施す. その後に, 全ての項が正値になるように移項して方程式を整え, 両辺に ε logを施して

極限 ε→ +0を取る. その極限は, 関数 S : {1,−1} → {0,−∞}を S(1) = 0, S(−1) = −∞で定義し, 公式

lim
ε→+0

ε log(s(ξ)eX/ε + eY/ε) = max(S(ξ) +X,Y ) (4)

により, S(ξn)と Xn たちの間の和, 差および max演算で表される. ただし −∞は max演算の中からその項

を消し去る記号とする. 例えば (2)の符号付き超離散化は次のようになる：

(2) ⇔ xn+1xn−1 = 1 + xn

⇔ s(ξn+1ξn−1)e
(Xn+1+Xn−1)/ε + s(−ξn)eXn/ε = s(−ξn+1ξn−1)e

(Xn+1+Xn−1)/ε + e0/ε + s(ξn)e
Xn/ε

⇔ max[S(ξn+1ξn−1) +Xn+1 +Xn−1, S(−ξn) +Xn] = max[S(−ξn+1ξn−1) +Xn+1 +Xn−1, 0, S(ξn) +Xn].
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ここで, 符号 ξ, η に対して成り立つ恒等式 ξη = s(ξη)− s(−ξη) を用いている. 例えば ξn = −1, ξn−1 =

1, Xn > Xn−1 > 0が与えられたとき, (ξn+1, Xn+1)を求めてみる. 方程式は

max[S(ξn+1) +Xn+1 +Xn−1, Xn] = max[S(−ξn+1) +Xn+1 +Xn−1, 0]

となる. ξn+1 = 1 とすると max[Xn+1 + Xn−1, Xn] = 0 に帰着され, この Xn+1 についての方程式は解

を持たない. 一方, ξn+1 = −1 とすると Xn = max[Xn+1 + Xn−1, 0] に帰着され, この方程式は一意な解

Xn+1 = Xn −Xn−1 を持つ. よってこの場合は (ξn+1, Xn+1) = (−1, Xn −Xn−1)と求められる. 符号付き

超離散化については [4]も参照されたい.

2 Painlevé III型方程式

Painlevé III型方程式（PIII）は

d2u

dx2
=

1

u

(
du

dx

)2

− 1

x

du

dx
+

1

x
(au2 + d) + cu3 +

b

u
(5)

で与えられる. ここで a, b, c, dはパラメータである. これらのパラメータが a = 2(N − ν), b = −1, c =

1, d = 2(ν +N + 1)を満たすとき, (5)は Besselの微分方程式

d2v

dx2
+

1

x

dv

dx
+

(
1− ν2

x2

)
v = 0 (6)

の解で表される特殊解の系列を持つことが知られている. すなわち, (6)の任意の解を vν , 演算子 D = x d
dx と

して, いわゆる τ 関数
τνN =

∣∣Di+j−2vν
∣∣
1≤i,j≤N (7)

を定義し, 関数 uN を変数変換

uN =

(
log

τν+1
N

τνN+1

)
x

+
ν +N

x
(8)

で定めると, uN はパラメータを特殊化した (5)の解となる.

PIII の差分化の 1つとして, 次のものが提出されている [5]：

w(n+ 1)w(n− 1) =
αw(n)2 + βλnw(n) + γλ2n

w(n)2 + δw(n) + α
. (9)

ここで α, β, γ, δ, λ はパラメータである. 連続極限は u(n) = λ−n/2w(n), nϵ = z, α = −1/cϵ2, β = −d/c,
γ = −b/c, δ = a/c, λ = 1 + 2ϵ と置き換え, ϵ → 0の極限を取った後で x = ez と変換すると (5)に帰着され

る. 特殊解の構造は以下の通りである. Bessel方程式の差分化の 1つである

Jν(n+ 1)− (qν + q−ν)Jν(n) + {1 + (1− q)2q2n−2}Jν(n− 1) = 0 (10)

を考える. ここで qは 0 < q < 1を満たすパラメータである. 連続極限は, ϵ < 0をパラメータとし, q = 1+ ϵ,

nϵ = z と置き換えて極限 ϵ → −0を取り, x = ez と変数変換すると (6)に帰着される. その解 Jν(n)により,

第 (i, j)成分が Jν(n+ 2i+ j − 3)で与えられる N 次行列式

τνN (n) = |Jν(n+ 2i+ j − 3)|1≤i,j≤N (11)
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を考え, 変数変換

wN (n) =
τνN+1(n+ 1)τν+1

N (n)

τνN+1(n)τ
ν+1
N (n+ 1)

− qν+N (12)

で関数 wN (n)を構成する. これはパラメータを

α = −q4N , β = (qν+N − q−ν−N−2)q8N (1− q)2, γ = q2(6N−1)(1− q)4, δ = (qν−N − q−ν+N )q2N , λ = q2

(13)

と特殊化した (9)の解になる. なお離散 τ 関数 (11)は, 双線形方程式

τνN+1(n)τ
ν+1
N (n+ 1)− q−ν−NτνN+1(n+ 1)τν+1

N (n) = −(1− q)qn+2Nτν+1
N+1(n)τ

ν
N (n+ 1), (14)

τν+1
N+1(n)τ

ν
N (n+ 1)− qν−N+1τν+1

N+1(n+ 1)τνN (n) = (1− q)qn+2NτνN+1(n)τ
ν+1
N (n+ 1), (15)

τνN+1(n)τ
ν+1
N (n+ 3)− q−ν−NτνN+1(n+ 1)τν+1

N (n+ 2) = −(1− q)qnτν+1
N+1(n)τ

ν
N (n+ 3), (16)

τν+1
N+1(n)τ

ν
N (n+ 3)− qν−N+1τν+1

N+1(n+ 1)τνN (n+ 2) = (1− q)qnτνN+1(n)τ
ν+1
N (n+ 3) (17)

を満たす. これらの式から

τνN+1(n+ 2)τν+1
N (n+ 1)− q2N (qν−N + q−ν+N )τνN+1(n+ 1)τν+1

N (n+ 2)

+ q4N{1 + (1− q)2q2n}τνN+1(n)τ
ν+1
N (n+ 3) = 0 (18)

を導くことができ, N = 0として τν+1
0 (n) ≡ 1と置くと (10)に帰着される.

3 Bessel関数型特殊解の評価

差分 Bessel関数

Jν(n) = (1− q)ν(qn)ν
∞∑
j=0

(−1)j(1− q)2j

(q2; q2)j(q2; q2)ν+j
(qn)2j , (19)

(a; q)k =

{
1 (k = 0)

(1− a)(1− aq) . . . (1− aqk−1) (k ∈ Z>0)
(20)

は (10) を満たし, 連続極限でよく知られた Bessel 関数に帰着する. なお (19) は Jackson の q-Bessel 関数

J
(1)
ν (x; q)（例えば [6]）と本質的に同じものである. 級数表示 (19)は n ≤ 0に対しては評価が困難である. そ

こで (19)に q-Euler変換（付録参照）を施した表示

Jν(n) =
(1− q)νqνn

(−(1− q)2q2n; q2)∞

∞∑
k=0

(−1)kq2k(k+ν)(1− q)2k

(q2; q2)k(q2; q2)k+ν
(qn)2k (21)

も考える. 差分 Bessel関数の q → 0のときの評価式は, 記号

ψν(n) := n(n+ ν − 1), φν(n) :=
n(n− 2)

2
− ν2

2
,

p1(n) :=
3{1 + (−1)n+1}

4
=

{
0 (n: even)
3
2 (n: odd),

p2(n) :=
3 + (−1)n+1

4
=

{
1
2 (n: even)

1 (n: odd)

(22)

と二項係数
(
n
2

)
= n(n− 1)/2を用いて,

Jν(n) =


qnν (1 +O(q)) (n ≥ 1)

qψν(n)
(
1
2 +O(q)

)
(0 ≥ n ≥ −ν)

(−1)(
n+ν+1

2 )qφν(n)+p1(n) (p2(n) +O(q)) (n ≤ −ν − 1)

(23)
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で与えられる.

本稿では, 差分 Bessel関数を (11)に代入したものを Bessel関数型特殊解と呼び, その符号付き超離散類似

を与える. 一般に, 与えられた差分方程式の解の 1-パラメータ族 xn(ε)が, ε→ +0のとき

xn(ε) = (−1)ξ̂ne
Xn
ε (cn +O(ε)), cn > 0 (24)

の形に評価されれば, 符号 (−1)ξ̂n と振幅 Xn の組が, 対応する符号付き超離散系の解となる. このことから,

超離散類似の計算は, (11)を q のべき級数と考えたときの最低次の項（0 < q < 1に注意）を求めることに帰

着される.

先に結果を提示しておこう. パラメータ q は 0 < q < 1を満たすことに注意して q = eQ/ε, Q < 0と置き

換える. 変数 τνN (n)は, 符号を yνN,n, 振幅を Y νN,n として置き換える（τ
ν
N (n) = yνN,ne

Y ν
N,n/ε）. 記号

AN,n := 2n+ 3N − 3, Bν(k) := φν(k) + p1(k + ν), M = min(floor(|n|/2) + 1, N) (25)

を導入する. ここで floor(x)は x > 0の整数部分を取りだす関数とする. これらの記号と (22)を用いて, 結果

は以下のようになる.

(A) n ≥ 1のとき

yνN,n = (−1)(
N
2 ), Y νN,n = Q

{
νN

2
AN,n + 2

(
N

2

)
(n+N − 2)

}
. (26)

(B) 0 ≥ n ≥ max(2− 2N,−ν −N) + 1のとき

yνN,n = (−1)(
N
2 ),

Y νN,n = Q

{
νN

2
AN,n + 2

(
N −M

2

)
(n+N +M − 2) +

1

2

(
M + 1

3

)
+ 2M

(
n+N + M−3

2

2

)}
.

(27)

(C-a) ν ≥ N − 1かつ 2− 2N ≥ n ≥ 1− ν −N のとき

yνN,n = (−1)(
N
2 ), Y νN,n = Q

{
N

4
AN,n(AN,n + 2ν − 2) +

1

2

(
N + 1

3

)}
. (28)

(C-b) ν ≤ N − 2かつ −ν −N ≥ n ≥ 3− 2N のとき

yνN,n = (−1)(
N
2 )

−ν−1∏
k=n+N−1

(−1)(
k+ν+1

2 )

Y νN,n = Q

{
νN

2
AN,n + 2

(
N −M

2

)
(n+N +M − 2) +

n+N+M−2∑
k=−ν

k(k − 1) +
−ν−1∑

k=n+N−1

(Bν(k)− νk)

}
.

(29)

(D) min(2− 2N,−ν −N) ≥ n ≥ 2− 2N − ν のとき

yνN,n = (−1)(
N
2 )

−ν−1∏
k=n+N−1

(−1)(
k+ν+1

2 ), Y νN,n = Q

{ −ν−1∑
k=n+N−1

Bν(k) +
n+2N−2∑
k=−ν

ψν(k)

}
. (30)

(E) n ≤ 1− 2N − ν のとき

yνN,n = (−1)(
N
2 )

n+2N−2∏
k=n+N−1

(−1)(
k+ν+1

2 ), Y νN,n = Q
n+2N−2∑
k=n+N−1

Bν(k). (31)
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上の関数は (14)–(17)の符号付き超離散類似（付録参照）を満たす. 以下ではその導出の概略を述べる.

まず (A) の場合を示す. (11) に現れる Jν(n) の引数 n はすべて正であるから, 級数表示 (19) を代入する.

行列式の多重線形性を用いて

τνN (n) = (1− q)νN

{
N∏
k=1

q(n+3k−3)ν

} ∑
j1,...,jN

P νN (j)

{
N∏
k=1

q2(n+2k−2)jk

}∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 q2j1 . . . q2(N−1)j1

1 q2j2 . . . q2(N−1)j2

...
...

. . .
...

1 q2jN . . . q2(N−1)jN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (32)

を得る, ただし

∑
j1,...,jN

:=
∞∑
j1=0

∞∑
j2=0

· · ·
∞∑

jN=0

, P νN (j) :=
N∏
k=1

(−1)jk(1− q)2jk

(q2; q2)jk+ν(q
2; q2)jk

=

{
N∏
k=1

(−1)jk

}
(1 +O(q))

である. 総和部分の最低次の項を見つけよう. (32) に現れる行列式が Vandermonde の行列式である

ことから, jk = jl (k ̸= l) なる項は 0 になる. さらに, jk たちの入れ替えに対し, (32) において因子∏N
k=1 q

2(n+2k−2)jk 以外の q の次数は不変であることから,
∑N
k=1 2(n + 2k − 2)jk をより小さくするよう

な大小関係 0 ≤ jN < · · · < j1 を満たす組み合わせを考えれば十分である. このとき行列式部分の寄与

は対角成分の積
∏N
k=1 q

2(k−1)jk である. 結局,
∑N
k=1 2(n + 3k − 3)jk を最小にする 0 ≤ jN < · · · < j1

なる整数の組 (j1, j2, . . . , jN ) を求めればよいが, それは jk = N − k で与えられ, P νN (j) からの符号∏N
i=1(−1)N−i = (−1)(

N
2 ) の寄与も考慮して, 総和部分の最低次の項が求まる. さらに, 因子

∏N
k=1 q

(n+3k−3)ν

も考慮して

τνN (n) ∼ (−1)(
N
2 )

N∏
k=1

q(n+3k−3)(2N−2k+ν) = (−1)(
N
2 )e{

νN
2 (2n+3N−3)+N(N−1)(n+N−2)}Q/ε (33)

がわかる. この評価式は (24)の形であり, (26)が得られる.

次に, (C-a), (D), (E)のときは, (11)の逆対角成分の引数がすべて負になる. まず次の事実に注意する.

Jν(n)の最低次の項の次数を gν(n)で表す（|Jν(n)| ∼ qgν(n)）. このとき, n ∈ Z, k, l ∈ Z>0 に対し

g̃ := gν(n) + gν(n+ 2k + l)− gν(n+ 2k)− gν(n+ l)

{
= 0 (n ≥ 0)

> 0 (n ≤ −1)
(34)

が成り立つ. 証明は実現しうる 46通りの場合の直接計算による. ■

この事実により, n ≤ −1に対して q → 0のとき |Jν(n)Jν(n+ 2k + l)| < |Jν(n+ 2k)Jν(n+ l)|が成り立つ.

これを繰り返し用いれば, −n ≫ 1のときには (11)の項のうち逆対角成分の積が支配的になることがわかる.

さらに詳しく, 全ての逆対角成分の引数が非正であれば逆対角成分の積が支配的になることを示せる. 後は,

(C-a), (D), (E)それぞれで各逆対角成分の評価式が異なることに注意してその積を計算すればよい.

(B), (C-b)の場合は, (11)に引数が正である Jν(n)のみからなる行と, そうではない行が混在する. 証明の

方針は, 行列の基本変形と余因子展開を繰り返して引数が正である Jν(n)のみからなっていた行を削っていき,

残った小行列式を評価する, というものである. 計算の詳細は省略する.

4 解の定性的挙動

前節で Bessel関数型特殊解の超離散化が得られた. これを元にして, 「符号付き超離散 Painlevé III型方程

式（udPIII）」の特殊解を構成できる. 既に用いた置き換え q = eQ/ε および τνN (n) = yνN,ne
Y ν
N,n/ε に加えて

5



wN (n) = ωne
Wn/ε を導入し, 変数変換式 (12)を符号付き超離散化すると

Y := Y νN+1(n+ 1) + Y ν+1
N (n)− Y νN+1(n)− Y ν+1

N (n+ 1) (35)

y := yνN+1(n+ 1)yν+1
N (n)yνN+1(n)y

ν+1
N (n+ 1) (36)

max[S(ωn) +Wn, S(−y) +Y, (ν +N)Q] = max[S(−ωn) +Wn, S(y) +Y] (37)

を得る. これを ωn,Wn について解くと, Y = (ν +N)Qかつ y = 1のときは不定解

Wn ≤ (ν +N)Q, ωn = ±1(任意) (38)

となり, それ以外のときは一意的な解

Wn = max[Y, (ν +N)Q] (39)

ωn =

{
y (Y > (ν +N)Q)

−1 (Y < (ν +N)Q または, Y = (ν +N)Q かつ y = −1)
(40)

を得る. 例として N = 1, ν = 1のとき, (ωn,Wn)をいくつかの nについて計算すると次のようになる.

n −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 ≤ n

(ωn,Wn) (−1,−5Q) (1,−7Q) (−1,−3Q) (1,−5Q) (−1,−Q) (1,−3Q) (1, 0) 不定

不定となる n ≥ −2に対しては, 一意的な解を udPIII に代入して順次 (ω−2,W−2), (ω−1,W−1), . . .を計算し

ていく. Wn は (38)を満足することに注意して, (ωn,Wn) = (1, 2(n+ 3)Q)と選ぶことにする. こうして得ら

れた関数が, パラメータを特殊化した udPIII（付録参照）の解になっていることは代入して確認できる. この

解の挙動を観察するため, 変数 ωne
Wn を考える. これは置き換え wN (n) = ωne

Wn/ε において ε = 1とした

もので, 差分方程式の解に近い挙動を示すと考えられる. 図 1はそのグラフである. また, 連続極限の変数変換

を考慮すると, PIII の解を u(x)として e−xu(e−x)が ωne
Wn に相当することがわかる. 図 2は (6)の解とし

て Bessel関数を代入した PIII の特殊解 (8)のグラフ (N = 1, ν = 1)である. 両者の定性的な挙動はよく似て

いることが読み取れる.

-8 -6 -4 -2 2 4
n

-2

-1

1

2

Ωn eWn

図 1 udPIII の Bessel 関数型特殊解のグラフ

(Q = −1/8)

-2 -1 1 2 3 4
x

-4

-2

2

4

6

8

e-xuHe-xL

図 2 PIII の Bessel関数型特殊解のグラフ
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付録

q-Euler変換

次のべき級数の変換を q-Euler変換という（[6] 3.1節）.

∞∑
j=0

cjdjx
j =

∞∑
k=0

(D̂kc0)

[k]!
xkB̂kf(x) (qE)

ここで

f(x) :=

∞∑
j=0

djx
j , B̂f(x) :=

f(x)− f(qx)

(1− q)x
, B̂kf(x) = (B̂ ◦ · · · ◦ B̂)f(x)

[k] :=
1− qk

1− q
, [k]! :=

{
1 (k = 0)

[k][k − 1] . . . [1] (k ∈ Z>0)

Êcj := cj+1 (j ∈ Z≥0), D̂k := (Ê − 1)(Ê − q) . . . (Ê − qk−1)

である. これは交代級数の加速法である Euler変換の類似である. いま，変数 tのべき級数

∞∑
j=0

(−1)j

(q; q)j+ν(q; q)j
tj

に対して係数を cj = 1/(q; q)j+ν , dj = (−1)j/(q; q)j と分割して q-Euler 変換を適用し，適当な変数とパラ

メータの変換を行うことで (19)と (21)の書き換えを示すことができる.

差分双線形方程式の超離散類似

置き換え q = eQ/ε および τνN (n) = yνN,ne
Y ν
N,n/ε を用いて (14)–(17)を符号付き超離散化すると, 以下の式

がそれぞれ得られる. ただし, 符号 ξ, η に対して成り立つ恒等式 ξη = s(ξη)− s(−ξη)を用いている.

max[S(yνN+1,ny
ν+1
N,n+1) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+1, S(−y
ν
N+1,n+1y

ν+1
N,n ) + Y νN+1,n+1 + Y ν+1

N,n − (ν +N)Q,

S(yν+1
N+1,ny

ν
N,n+1) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+1 + (n+ 2N)Q,

S(−yν+1
N+1,ny

ν
N,n+1) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+1 + (n+ 2N + 1)Q]

= max[S(−yνN+1,ny
ν+1
N,n+1) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+1, S(y
ν
N+1,n+1y

ν+1
N,n ) + Y νN+1,n+1 + Y ν+1

N,n − (ν +N)Q,

S(−yν+1
N+1,ny

ν
N,n+1) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+1 + (n+ 2N)Q,

S(yν+1
N+1,ny

ν
N,n+1) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+1 + (n+ 2N + 1)Q] (14-ud)

max[S(yν+1
N+1,ny

ν
N,n+1) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+1, S(−yν+1
N+1,n+1y

ν
N,n) + Y ν+1

N+1,n+1 + Y νN,n + (ν −N + 1)Q,

S(−yνN+1,ny
ν+1
N,n+1) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+1 + (n+ 2N)Q,

S(yνN+1,ny
ν+1
N,n+1) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+1 + (n+ 2N + 1)Q]

= max[S(−yν+1
N+1,ny

ν
N,n+1) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+1, S(y
ν+1
N+1,n+1y

ν
N,n) + Y ν+1

N+1,n+1 + Y νN,n + (ν −N + 1)Q,

S(yνN+1,ny
ν+1
N,n+1) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+1 + (n+ 2N)Q,

S(−yνN+1,ny
ν+1
N,n+1) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+1 + (n+ 2N + 1)Q] (15-ud)
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max[S(yνN+1,ny
ν+1
N,n+3) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+3, S(−y
ν
N+1,n+1y

ν+1
N,n+2) + Y νN+1,n+1 + Y ν+1

N,n+2 − (ν +N)Q,

S(yν+1
N+1,ny

ν
N,n+3) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+3 + nQ, S(−yν+1
N+1,ny

ν
N,n+3) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+3 + (n+ 1)Q]

= max[S(−yνN+1,ny
ν+1
N,n+3) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+3, S(y
ν
N+1,n+1y

ν+1
N,n+2) + Y νN+1,n+1 + Y ν+1

N,n+2 − (ν +N)Q,

S(−yν+1
N+1,ny

ν
N,n+3) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+3 + nQ, S(yν+1
N+1,ny

ν
N,n+3) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+3 + (n+ 1)Q]

(16-ud)

max[S(yν+1
N+1,ny

ν
N,n+3) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+3,

S(−yν+1
N+1,n+1y

ν
N,n+2) + Y ν+1

N+1,n+1 + Y νN,n+2 + (ν −N + 1)Q,

S(−yνN+1,ny
ν+1
N,n+3) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+3 + nQ, S(yνN+1,ny
ν+1
N,n+3) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+3 + (n+ 1)Q]

= max[S(−yν+1
N+1,ny

ν
N,n+3) + Y ν+1

N+1,n + Y νN,n+3,

S(yν+1
N+1,n+1y

ν
N,n+2) + Y ν+1

N+1,n+1 + Y νN,n+2 + (ν −N + 1)Q,

S(yνN+1,ny
ν+1
N,n+3) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+3 + nQ, S(−yνN+1,ny
ν+1
N,n+3) + Y νN+1,n + Y ν+1

N,n+3 + (n+ 1)Q]

(17-ud)

符号付き超離散 Painlevé III型方程式

パラメータを (13)により特殊化した場合の (9)を, q = eQ/ε, wn = ωne
Wn/ε と置き換えて（解は ν および

N 依存性を持つが簡単のため略す）超離散化すると, 次の方程式を得る.

max
[
S(ωn+1ωnωn−1) +Wn+1 +Wn +Wn−1 + (ν +N)Q,

S(−ωn+1ωnωn−1) +Wn+1 +Wn +Wn−1 + (−ν + 3N)Q,

S(ωn+1ωn−1) +Wn+1 + 2Wn +Wn−1, S(−ωn+1ωn−1) +Wn+1 +Wn−1 + 4NQ,

S(ωn) +Wn + (7N − ν − 2 + 2n)Q, S(−ωn) +Wn + (9N + ν + 2n)Q, 2Wn + 4NQ
]

= max
[
S(−ωn+1ωnωn−1) +Wn+1 +Wn +Wn−1 + (ν +N)Q,

S(ωn+1ωnωn−1) +Wn+1 +Wn +Wn−1 + (−ν + 3N)Q,

S(−ωn+1ωn−1) +Wn+1 + 2Wn +Wn−1, S(ωn+1ωn−1) +Wn+1 +Wn−1 + 4NQ,

S(−ωn) +Wn + (7N − ν − 2 + 2n)Q, S(ωn) +Wn + (9N + ν + 2n)Q, 2(6N − 1 + 2n)Q
]

(udPIII)
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