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概要 

 

逆超離散化とはセルオートマトンと類似した時間発展パターンを解として持つ偏微分方程を導出する

手法で，(i)セルオートマトンのルールからトロピカル式の導出, (ii)トロピカル式から差分方程式の導出，

(iii）差分方程式から偏微分方程式の導出,の３工程がある．しかし現状では，逆超離散化の成功例はエレ

メンタリーセルオートマトンや特殊な二次元セルオートマトンに限られ，一般的な手法がまだ確立され

ていない．本研究では，逆超離散化の拡張を目指し，工程(ii)において重ね合わせ原理の適用可能性につ

いて検討し，拡張トロピカル多項式がその十分条件を満たすことを証明した．また，テイラー展開によ

る近似とその差分化により従来必要とされていた補助関数なしの偏微分方程式を導出できる可能性を示

した．提案手法をフラクタルパターンであるシャーピンスキーのガスケットを再現できるセルオートマ

トン rule18 に適応例示した. 

 

１． はじめに 

伝統的に自然現象の数学モデルは偏微分方程式(PDE)で記述されることが多い．それは偏微分方程

式の解析法がすでにある程度に確立されているからである．例えば，チューリング[1] によって導入

された反応拡散(RD)方程式は，複雑なパターンを形成するための有用な数理モデルとして研究され

てきた．しかし RD 式の解析は，平衡点の近傍に制限されており，式の非線形性が考慮されていな

いという欠点がある．一方，違うアプローチとしてセルオートマトン(CA)と呼ばれる格子状のセル

と単純な時間発展規則による離散的なモデル[2]によって空間パターンを形成するという手法がある．

しかし CA の解析は，その離散的な構造と物理的な意味の不足により困難とされてきた．ウルフラ

ムの９番目の問題 ”What is the correspondence between cellular automata and continuous system”[3] に

あるように CA と偏微分方程式の関係については長きにわたり研究が行われてきた. 

近年，ソリトンに代表される可積分な偏微分方程式において，解の性質を保存したまま解析的に

CA に移行する手法として 超離散化(UD) が提案された[4]．またその逆の手続き，つまりセルオー

トマトンと類似した時間発展パターンを解として持つ偏微分方程を導出する逆超離散化(IUD)とい

う手法も提案された[5]. 本研究では逆超離散化の拡張を目指し，工程(ii)において重ね合わせの原理

が成立するのかを検討し，拡張トロピカル多項式がその十分条件を満たすことを証明した．また，

テイラー展開による近似により、従来必要とされていた補助関数なしの差分方程式を導出できる可

能性を示した. 
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2. 逆超離散化の重ね合わせに関する定理 

2.1 定義 

はじめに、本稿で用いるトロピカル代数および超離散化（逆超離散化）を定義する. 

 

定義１．        に以下の演算 

             
        

を入れると  を零元，0 を単位元とする可換な冪等半環となる.  , , )はトロピカル半環，または便宜
上トロピカル代数とよぶ.また，               と定義される. 

 

 

定義２．次の極限を超離散極限とよぶ 

   
   

      
 
   

 
       

 

定義３. 差分式   
         に変数変換      

        
  
 

     を行い，超離散極限をとることでト

ロピカル式   
        ,      

     を得る手続きを超離散化とよぶ.このとき式   
        を

式   
         の超離散式とよぶ． 

 

定義４. トロピカル式   
        から、超離散化したときに上式に一致する差分式   

         を導

出する手続きを逆超離散化とよぶ. このとき式   
         を式  

        の逆超離散式とよぶ 

 

CA のルールはトロピカル演算を用いてより簡単なルールの組み合わせとして表現できる.（Fig2）.  

CA のルールを記述するトロピカル式を直接逆超離散化するのではなく、より簡単な式に分解しそれ

ぞれの式を逆超離散化し、最後に組み合わせる方が効率的ではないかと考えた.さらにこの手法が有

効ならば今まで得られた逆超離散化の成功例の組み合わせにより新たなパターンを解析できる可能

性がある.これを重ね合わせの原理とよび、適用するための十分条件を以下の定理で示した. 

 

 

図１ 逆超離散化の重ね合わせ概念図.   はトロピカル演算で書かれたルール関数.   は逆超離散化

で得られた差分式． 
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図 1 の解の時間発展は，rule 2 と rule 16 の合成で rule 18 が出てくるが，これは解の重ねあわせ

ることができると言う意味ではない（つまり，rule 2 の解と同じ初期値に対する rule16 の解を max 

操作によって合成しても rule 18 の解にはならない）あくまでも逆超離散 rule 2 と逆超離散 rule 16

を合成することで逆超離散 rule18 が得られるという意味である． 

 

2.2 定理 

              はトロピカル演算で書かれたルール関数、                は逆超離散化で得られた差分式

のとき次のような定理が成り立つ. 

 

定理１．トロピカル式   
             

               ,            
      

の逆超離散式は差分式   
           

  
    ,      

        
  
 

     と書ける 

 

上の定理は に関する組み合わせの定理であり、  に関する条件がないというメリットがる． 

 

二つ目の定理( に関する組み合わせ）について述べる前に拡張トロピカルを次のように定義する 

 

定義３.   , , )を半環とし，実数係数     ，次数  ，変数           を用いた有限和 

        
    

 
            

 

   

  

 を 上の拡張トロピカル多項式とよぶ. 

 

定理２．（十分条件） 

   が拡張トロピカル多項式のときトロピカル式  

  
                 

   
              

       

の逆超離散式は差分式   
                      

        
  
 

     と書ける. 

 

拡張トロピカル多項式の線形結合が拡張トロピカル多項式であることから定理１と定理２により次

のことが云える. 

 

定理３．拡張トロピカル多項式の線形結合（トロピカル代数内）の逆超離散化は従来の多項式の線

形結合として書ける. 

 

3. ECA rule18 の逆超離散化 

3.1. トロピカル式の導出 

ECA rule18 の逆超離散化の例をとり説明することにする. 
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ECA rule18 は rule90 同様にシャーピンスキーのガスケットとよばれるフラクタルパターンを生成

することが知られている. 

時間ステップを 、空間座標を 、その時間と場所での状態を  
 とすると rule18 は関数  を用いて次

のように書くことができる 

  
            

    
      

   (1) 

 

ただし、                                                                           

               ,              ただし                   は二進法での の表現. 

 

さらに 

        
    

      
               

    
      

           
    

      
    (2) 

 

と書くことができ rule2 と rule16 はミラールールであるが故どちらか一つの解析で十分である. 

本稿では以下の拡張トロピカル多項式で rule2 と rule16 を表現した 

       
    

      
          

    
      

      
     

        
    

      
          

    
      

      
     

(3) 

(4) 

 

上記の  ,     は次のような性質を持っている 

       
    

      
           

    
      

          
    

      
           

    
      

   (5) 

 

3.2. 差分方程式の導出 

式(3)(4)に対して定理２を用いて微分可能な差分方程式を得る 

  
            

    
      

        
  
      

 

  
      

   

  
             

    
      

        
  
      

 

  
      

   

  
             

    
      

           
    

      
            

    
      

   

=     
  
      

 

  
      

        
  
      

 

  
      

   

(6) 

 

(7) 

 

 

(8) 

 

さらに   =1 とすると(  は次元を調整するために導入されているのでこの条件は限定的では

ない)        
    

      
            

    
      

           
    

      
            

    
      

  となり、逆超離散化後

も当初の代数的構造が保持されていることがわかる. 

しかしこの差分方程式の時間発展は次第に減衰していく.この問題を解決するべくフィルター関

数などが導入されることがあるが[5]、これは式を複雑化し解析を困難にさせるため本稿ではフィル

ター関数などを導入せずに差分式を記述することを目指す. 

 

ここでひとまず           上で微分可能な関数              があると仮定する。 
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式(8)は の偏微分方程式の離散化と考えることができ、 

               
                

                  
     

                

                  
  

 

(9) 

 

式(9)は以下のように変形できる 

                                                                             
  

 

 および のまわりでそれぞれ次のようにテイラー展開する 

                   
       

  
      ,                    

       

  
      ,           

         
       

  
       

これを変形した式(9)に代入し空間変数に対する 2 階微分以上の項を無視できると仮定すると，次の式が

得られる． 

 

         
      

   

  
   

   
  

  
 
 

     
  

  

  
  

  

  
 
 

=o(  ) 
 

(10) 

 

さらに式(10)の    
 の項と   の定常解を無視すると以下の式で近似することができる. 

        
  

  
 

  
 

  
 
  

  
 
 

=0 
 

(11) 

 

ここで式(11)を一般化した、式(12) (  
 

  
   

        
  

 

  
のとき一致する)の性質をみていきたい 

  

  
      

     
 

 
 
  

  
 
 

 
 

(12) 

両辺を
 

 
でかけると次の式となる 

 

 

  

  
    

  
 

 
      

 

 

  

  
 
 

 
 

(12.a) 

上式に変数変換                    を行う 

  

  
       

         
  

  
 
 

 
 

(12.b) 

さらに  
     と仮定すると   

        
   となり以下のように近似できる 

  

  
      

       
  

  
 
 

 
 

(13) 

 

このことから
 

 
は式（12）において本質的でないと考えている. 
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また式(13)をオイラー法で次のように離散化する. 
       

  
 

  
      

 

  
, 

       

  
 

    
      

 

   
 

  
             

       
  

  

 

  

  
      

      
    

 

(14) 

 

ここでパラメータを次のよう に選ぶと    
 

 
,     

             

  
    ,   

       

次式が得られる. 

  
         

 

         

     
      

    
 

(15) 

 

上の差分式は式(16)で記述される条件を満たし、減衰することなくシャーピンスキーのガスケットに

類似する時間発展パターンを得ることができる. 

  
     

             
      

 

             
      

 
  

 

(16) 

式(15) (16)において    およびに    は         を満たすのであれば限りなく近い値を与

えてもよい。つまり           と書くことができ、上で行った仮定  
     と矛盾しない． 

 

図２ 逆超離散化で得られ ECA rule18 に対応する差分方程式(15)の時間発展パターン 

（赤：    、 黒：     ） 

 

 

3.2. 偏微分方程式の導出 

差分式（15）を[5]と同様の手法で連続化する. 

まずは時間方向に連続化し、以下の式を得る. 

      

  
             

 

         

                 
 
 

 

(17) 
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さらに空間方向に連続化し、以下の式が得られる. 

       

  
              

 

         

               
 
 

       

  
                   

       

  
   

       

  
                   

       

  
   

 

 

(18) 

ここで と は正のパラメータであり、これらを適切に選ぶことで              ,               , 

               
 

         
                 

  とみなすことが出来る. 

[5]と違い、式(18)はフィルター関数なしで記述されている. 

 

 

4. まとめ 

本研究では逆超離散化の拡張を目指し，工程(ii)において重ね合わせの原理が成立するのかを検討

し，拡張トロピカル多項式がその十分条件を満たすことを証明した．また，テイラー展開による近

似により従来必要とされていた補助関数なしの差分方程式を導出できる可能性を示した．

ECArule18 に適応例示し、PDE を導出した．逆超離散化後に得られた PDE のさらなる解析が今後

の課題である. 
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