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概 要

Path-preference modelは RNAポリメラーゼが転写中に行うダイナミクスを記述
するセルオートマトンであるが, このモデルについてある条件下で流量を測ったとこ
ろ期待された挙動以外の不連続な変化が起ることが確認されたので, そのことについ
て説明する.

1 イントロダクション—セルオートマトンを用いた転写モデルに

ついて

細胞内のダイナミクスは様々な要因が影響する非常に複雑なシステムであり, 現在でも
その全容の解明に向けて活発に研究が行われている. 個々の分子の精細な挙動に着目した
実験やモデリングが行われる一方で, 現象の本質的な挙動を理解するため情報を適切に粗
視化したセルオートマトンなどを用いたモデリングも行われている. セルオートマトンを
用いた交通流モデルのベースとして有名なASEPも元はRNAの情報を元にタンパク質を
合成するリボソームのダイナミクスを記述したものである. 転写と翻訳という生物学的な
プロセスの違いはあるものの, いずれも一つの道の上を何かが走りながらそれを元に何か
を作成するという点では同じであり転写のダイナミクスを記述する上でも交通流モデルを
ベースとしたモデルは有用なツールとなることが期待される. このようなモデルにおいて
は DNAの情報を読み取りメッセンジャー RNAを生成する RNAポリメラーゼの動きに
着目することが多い.

しかしこのような単純なモデルは原核生物と呼ばれる単純な構造を持つ生物にしか適用
できないことがすでに知られている. 我々人間も含めた真核生物においては, より複雑な
機構によって転写が行われていることが観測されている. 例えばDNA塩基に修飾が行わ
れ, その修飾が転写のダイナミクスを促進したり逆に抑制したり等の制御を行うことが知
られている. このような機構はエピゲノム修飾と呼ばれており, 先天的な遺伝情報である
ゲノムと違いストレスや化学物質などの後天的な要因により付加される情報であり 1, 近
年の生物学における重要な研究テーマの一つである. また遺伝子内においてイントロンと

1有名な例は蜂が同じ遺伝情報を持ちながら食べるものの違いで女王蜂になるか働き蜂になるかが決まる.
また最近の実験結果ではこのエピゲノム情報自体も一部, 子に遺伝されるということが報告されている [2].
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呼ばれ, RNAが合成されない (すなわち最終的なタンパク質生成に寄与しない)領域が存
在することも知られている. また RNAPII(真核生物の転写における RNAポリメラーゼ)

は道であるDNAと比べて非常に大きくRNAPII同士の相互作用も無視はできない.

セルオートマトンを用いた転写ダイナミクスを記述するモデルの例としてはTripathiら
による [4, 5]ものがある. このモデルではRNAPIIの動きを分子モーターとして複数の内
部状態を遷移しながら移動を行い, かつ排除体積効果により相互作用する交通流のモデル
として記述し, 粒子の平均移動速度 (=転写の効率)が RNA周囲の化学物質濃度による内
部状態の変化のしやすさと, 粒子密度にどのように依存するのかを議論している.

またセルオートマトンモデルではないのだが, Carsteaらはカスケード的な制御機構を
持つ転写ダイナミクスを反応速度式を用いて記述し, それがある特殊な条件においては戸
田方程式として表されることを示している [9]. 彼らはこの後, この方程式を離散化, 超離
散化して定性的な挙動についての議論を行っている.

近年の計測技術の向上に伴い, 時間精度の比較的高い (と言っても 20 分単位なのだ
が)RNAPIIの転写開始後における位置の観測結果において,離れたところにピークがあるこ
とが確認された [6]. この現象を説明するために大田らが提出したモデルが path-preference

モデルである [7, 8]. 後述するようにこのモデルは特定のサイトを飛ばすジャンプが行わ
れるが, これはRNAPIIが凝集し転写の効率化を図っているからであると考えられる. こ
の仮説は転写ファクトリーと呼ばれているもので, このモデルやそれが再現した実験結果
はそれを支持するものである.

この path-preferenceモデルについて幾つかの場合において数値実験が行われ, ある条件
下では流量において不連続な変化が起こるということは知られていた [10]. 我々は論文に
おいてこれらを単純化したモデルを扱うことで, その不連続な変化が起こる理由やそれが
発生する点, また流量の厳密値を得ることに成功した. 以下でそのことについて説明する.

2 path-preferenceモデル

N 個のサイトからなる周期的な道を考え, 各サイト内には高々1つの粒子が存在している
系を考える. 転写ダイナミクスにおいては道全体がDNA, サイトは塩基, 粒子は RNAPII

に対応する. また各サイトを e-部と i-部の 2つの集合のいずれかに所属するものとする.

系は周期的であるから, 一続きの e-部および i-部のブロックが同数存在していることにな
る. 転写ダイナミクスにおいてはこれらはエクソン部とイントロン部に相当する.

全ての粒子について以下のルールで同時に移動を行った時に, この系は時間発展するも
のとする:

1. e-部末端, i-部末端以外にある粒子は進行方向一つ先のサイトに粒子がなければそこ
に移動する. あればそのまま留まる.

2. e-部末端にある粒子は

(a) 次の e-部先頭に粒子がないときはそこに移動する.

(b) その場所にある場合は進行方向一つ先 (次の i-部先頭)に粒子がなければそこに
移動し, そこにも粒子がある場合はそのまま留まる.
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3. i-部末端にある粒子は進行方向一つ先のサイト (次の e-部先頭)に粒子がなく, かつ
そこに一つ前の e-部末端から粒子が移動しないときのみ, そこへ移動可能. それ以外
の場合はそのまま留まる.

この系を数式で表す. 今 utj ∈ {0, 1} (j = 1, 2, . . . , N , t ∈ Z≥0)を時刻 tにおけるサ
イト j にある粒子の数とする. 系には K(≥ 1) 個の e-部と i-部があるものとし, ϵk, ιk

(k = 1, . . . ,K)を k番目の e-部と i-部最後のサイトとし, 1 < ϵ1 ≪ ι1 ≪ ϵ2 ≪ ι2 ≪ . . . ≪
ϵK ≪ ιK = N を満たすものとする (ただし a ≪ bは a+1 < bの意味とする). また確率変
数mt

k (k = 1, 2, . . . ,K)を各時刻ごとに確率 pで 1, 1−pで 0となるものとする (0 ≤ p ≤ 1

はここでは定数とする).

あるサイト jから別なサイト j′へどれだけ粒子が移動したかを表す量を f(j, j′)と定義
した時, f は時間発展ルールより以下で決定される. まず j ̸= ϵk, ιk (k = 1, 2, . . . ,K)にお
いては j番目のサイトから j + 1番目のサイトへの粒子の移動量はルール 1より

f(j, j + 1) = min(utj , 1− utj+1). (1)

となる. 次にルール 2の (a)より j = ϵkから j = ιk + 1に移動する粒子の数は

f(ϵk, ιk + 1) = min(utϵk , 1− utιk+1,m
t
k) (2)

で表される. もし f(ϵk, ιk + 1) = 1ならば j = ϵk から j = ϵk + 1の移動は起こらず, ルー
ル 3より j = ιkから j = ιk + 1への移動はできない. すなわち

f(ϵk, ϵk + 1) = 0 (3)

f(ιk, ιk + 1) = 0 (4)

となる. また f(ϵk, ιk + 1) = 0のときはルール 2(b)および 3より

f(ϵk, ϵk + 1) = min(utϵk , 1− utϵk+1) (5)

f(ιk, ιk + 1) = min(utιk , 1− utιk+1) (6)

となる. なお, サイト番号はN を法として, 添え字 kはK を法として考える.

この移動量 f を用いることで utj の時間発展は以下のように表せる

ut+1
j = utj +∆utj , (7)

ただし∆utj は (サイト jに入る粒子数)−(サイト jから出て行く粒子数)である. 特殊なサ
イトでは時間発展式は

ut+1
ϵk

= utϵk + f(ϵk − 1, ϵk)− f(ϵk, ιk + 1)− f(ϵk, ϵk + 1) (8)

ut+1
ιk+1 = utιk+1 + f(ιk, ιk + 1) + f(ϵk, ιk + 1)− f(ιk + 1, ιk + 2) (9)

またその他のサイトでは以下で表される:

ut+1
j = utj + f(j − 1, j)− f(j, j + 1). (10)
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この時間発展式をすべてのサイト jについて和をとることで粒子数保存則が直ちに出て
くる. また vtj := 1− utj とすると, vtj の時間発展はちょうど utj の進行方向を逆にしたもの
と一致することに注意する. これは先ほどジャンプを優先したために起こる現象である.

なお, オリジナルの path-preferenceモデルでは e-部からくる粒子と i-部からくる粒子,

どちらを優先すべきかについては厳密には記されていない (今回は数学的性質をよくする
ためにジャンプを優先させた). またジャンプ以外の平時の移動についてはここで書かれて
いる次のサイトに移動するだけでなくゼロ距離過程のような移動方法も考慮されている.

3 簡略化されたモデルとそのダイナミクスについて

このモデルを単純にしてみる. すなわちK = 1として系にはただ一つの e-部と i-部が
存在するものとする. e-部末端にある粒子がジャンプする行き先は同じ e-部の先頭とする.

また確率的な要因を考えないものとし, e-部末端にある粒子は e-部先頭に粒子がいなけれ
ば必ずそこにジャンプするものとする. e-部の長さをNe, i-部の長さをNiとすると (即ち
N = Ne +Ni), ジャンプによる移動量は

f(Ne, 1) = min(utNe
, 1− ut1). (11)

と表せる. もし f(Ne, 1) = 1ならば

f(Ne, Ne + 1) = 0 (12)

f(N, 1) = 0. (13)

f(Ne, 1) = 0のときは

f(Ne, Ne + 1) = min(utNe
, 1− utNe+1) (14)

f(N, 1) = min(utN , 1− ut1). (15)

となり, utj の j = 1, Neにおける時間発展は

ut+1
1 = ut1 + f(Ne, 1) + f(N, 1)− f(1, 2) (16)

ut+1
Ne

= utNe
+ f(Ne − 1, Ne)− f(Ne, 1)− f(Ne, Ne + 1) (17)

その他のサイトにおける時間発展式は (10)と同じである. 以下, この時間発展式を持つ系
についてその挙動を考える.

M を系全体の粒子数 (即ちM =
∑N

j=1 u
t
j , 先ほどの議論からこれは tによらない保存量

である)としたとき, 簡単なシミュレーションから以下のことが直ちにわかる.

• M ≤ Ne/2のときは, はすべての粒子が最終的に e-部に引き込まれて二度と出てこ
なくなる.

• M > Ne/2のときは, e-部で抱えきれなくなった粒子が i-部に溢れ出す

• Neが偶数のときは e-部の粒子が閉じた流れを作り, 一度 i-部に出た粒子は二度と e-

部に戻ることができずに i-部末端に溜まってしまう.
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• Neが奇数の時は e-部に二つ空きが続く場所が現れ, この空きのおかげで i-部の粒子
は再び e-部に戻ることができる (かわりに e-部にいた粒子が i-部にはじき出される).

• 初期値の取り方によっては以上の結論が成り立たないものがある (このような初期値
は全体のうちわずかなので, 以下ではそれらを除いた一般の初期値について議論を
行う).

4 流量における不連続点の存在

(1)を用いて e-部, i-部における流量を以下で定義する.

Je =
1

Ne − 1

Ne−1∑
j=1

f(j, j + 1) (18)

Ji =
1

Ni − 1

N−1∑
j=Ne+1

f(j, j + 1). (19)

またX = Je, Jiに対して, その時間平均 ⟨X⟩を

⟨X⟩ = lim
T→∞

1

T

T−1∑
t=0

X. (20)

で定義する. 今, 系は決定論的かつ状態数は有限なので任意の初期値から出発する軌道は
必ずある極限周期軌道に落ち込むことがわかる. この極限周期軌道の周期を T0とすれば,

十分大きな t0に対して ⟨X⟩は

⟨X⟩ = 1

T0

t0+T0−1∑
t=t0

X (21)

と表され, これらの量はその極限周期軌道によって特徴付けられる. またジャンプ優先によ
る対称性を導入したことにより, これらの量はM = N/2を中心に対称となることに注意
する. i-部の流量 ⟨Ji⟩とM の関係に着目すると, その関係をプロットしたグラフは図 1の
ような形になるが, 先の議論にあったM = Ne/2の付近での挙動の変化だけでなく幾つか
の点で不連続な変化が確認できる (このような現象は ⟨Je⟩についても起こる). 我々は極限
周期軌道を調べることで, これらの不連続な状況が起こる点および流量の厳密な値を得た.

定理 1 Ne/2 < M < N/2のとき,

Ni − (γ − 1)Ne

2
≤ M <

Ni − (γ − 2)Ne

2
(22)

を満たす正の整数 γがただ一つ存在するが, その γを用いて一般的な極限周期軌道におけ
る周期 T0と流量 ⟨Je⟩, ⟨Ji⟩は以下で表される.

T0 = 2M + (γ − 1)Ne + 1 (23)

⟨Ji⟩ =
2M −Ne + 1

2(2M + (γ − 1)Ne + 1)
(24)

⟨Je⟩ =
2M + (γ − 1)Ne − (γ − 1)

2(2M + (γ − 1)Ne + 1)
(25)
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図 1: Ne = 31, Ni = 70のときの粒子数と流量に関するグラフ. 横軸は (粒子数 (M))/(サ
イト数 (N)), 縦軸は ⟨Ji⟩である. ただし各粒子数M に対して複数の初期値を取っている
ため特殊な初期値になった場合は同じ粒子数でも異なる値を取っている.

これより正整数 γが変わるM において流量の不連続的変化が現れていることがわかる.

証明の方針としては γ ∈ Z>0によって特徴付けられる極限周期軌道のクラスを用意して,

それが極限周期軌道として成り立つための条件が (22)として表され, また流量については
各々の軌道中の各領域を動く粒子の個数を数え上げればよいのだが, 紙面の都合上その詳
細については [1]を参照されたい.

5 まとめ

我々は path-preferenceモデルについて一番簡単な構造を持つ場合についての解析を行
い, その極限周期軌道に着目することにより流量に不連続な変化が起こることを確認した.

これらのモデルは数学的な解析をしやすくするための簡略化を沢山行っており, その意味
において実際のポリメラーゼのダイナミクスを忠実に再現している可能性は低いと考えら
れるが, 実際のデータを解析する上での基礎になることは期待できる. また計測技術の向
上により, 精度のより高いデータが手に入ればより実際のデータに近いモデルを構築でき
ると考えられる.
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