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超音速ノズルにおける乱流境界層の発達

宮 里 義 昭＊・樫谷賢士＊＊・松尾一泰＊
  （平成6年8，月29日 受理）

Development of Turbulent Boundary L，ayer in a Supersonic Nozzle

Yoshiaki MIYAZATO， Masashi KASHITANI and Kazuyasu MATSUO

  The effects of velocity prof五le and local skin friction coefficient on the turbulent boundary－1ayer develop－

ment in a supersonic nozzle were investigated by using Tucker’s method． The calculated results agree welI

with the experimental data in zero－and favorable pressure gradient flows provided that the pert童nent velocity

profile parameter and the local skin friction coefficient are selected． Also， it is shown that the turbulent

boundary－layer development in the flow of which pressure gradient is almost neg正igible depends strongly on the

local skin friction coefficient and it is almost independent on the velocity profile．

1． ま え が き

 超音速ノズルやディフユーザ等の内部流れあるいは

翼面や圧縮コーナー等の外部流れにおいて，衝撃波と

境界層の干渉問題を取り扱う場合，壁面上に発達する

境界層は，衝撃波の形状1），干渉領域の圧力回復2），

衝撃波の振動周波数3）や振動振幅4）などに極めて大き

な影響を与える．通常，壁面上に発達する境界層は，

ピトー管5）一7）やレーザードップラー流速計1）18）等によ

り測定された速度分布から算出するが，境界層の正確

な測定はかなり困難である．一方，ノズル内に発達す

る乱流境界層を計算によって求める場合には，境界層

内の速度分布を1／7乗指数法則で与え，運動量方程式

を解く方法が使われる．しかし境界層内の速度分布は

流れ方向の距離に基づいたレイノルズ数や主流のマッ

ハ数によって変化する．従って境界層の発達を厳密に

計算するには，境界層内の速度分布をレイノルズ数あ

るいはマッハ数の関数として求めることが必要である．

また境界層発達の程度は，摩擦係数の選定にも大きく

影響される．そこで本研究では，乱流境界層の発達に

及ぼす速度分布や摩擦係数の影響を，一般にTucker

の方法9）・10）と呼ばれている計算法を使って解析的に調

べ，従来の実験結果と比較検討した．

2． 理 論

 2．1運動量方程式の取り扱い

 壁面を断熱とし，プラントル数を1と仮定して圧縮

性乱流境界層に対するKarmanの運動量方程式11），

舌岡＋砲δ・」袈一・

を変形すると，次式が得られる．

讐＋［ （2一ノレf）82十δ＊／θ

砿（1十窺2）

（1）

誓1θ一ρ舞一争

        （2）

ただし，配2＝（γ一1）ルf。2／2．

ここでτは局所摩擦応力，脅は局所摩擦係数，ρは

密度，πは流れ方向速度，θは運動量厚さ，δ＊は排

除厚さ，Mはマッハ数，γは比熱比，κは流れ方向

の距離で，添字6は主流状態を表す．〃，は，ノズル

形状が与えられれば，位置κにおける断面積漣を用

い

4ルf， 班θ｛2十（γ一1）ル182｝

さて，

4κ   2（ルf，2－1）
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とおくと，式（2）は次のようになる．

薯＋［蕩＋㌃農礫］δ一号（5）

一方，エネルギー式は，

らT＋π2／2＝（㌃鞠＝（㌃7b＝6・η∫乙 （6）

ここでらは定圧比熱，7は温度で，添字ω，0はそれ

ぞれ壁面及びよどみ状態を表す．境界層内では，圧力

ρは壁面からの垂直方向距離ノで変化しないと仮定す

ると，

∂ρ／∂ク＝0

状態方程式は，気体定数をRとすると，

ρ＝ρRτ

（7）

（8）

式（6）～（8）より主流に対する境界層内の密度比は

  ρ      1

τ；蕎・  （9）

境界層内の速度分布πん，は1／！＞乗指数法則，すなわ

ち

  ÷一（÷ト÷     （1・）

に従うとし，境界層厚さδ，δ＊，θの定義式に式

（9）と（10）を代入すると，次式が得られる．

・一・一坙ﾚ一1－1潮’1一識＋諾）

                    （11）

弁1T傷慶一1制1筆蕩箒）
                    （12）

ただし，8…三～加．

従って（〃とNが既知でノズル形状が与えられれば，

式（5）に式（4），（11），（12）を代入してδが求まる．

 2．2 局所摩擦係数の評価 τはマッハ数には関係

せず，低速における平板上の乱流境界層のデータより

導いたFalknerの実験式で与えられるとする．すな

わち

斉寿一欝2   （・3）

ただし，Rヴ，＝ρμ、κ／μr

従って（ケは

ら≡銭・一缶二一…262（ρ篇）鴫

                    （14）

ただし，μは粘性係数，添字7はある基準状態を表す．

上式を変形すると

  砺…262（知÷（号）歓÷

ただし，R肌＝・ρμメ／μ，．

上式のμは，次式で表されるとする．

μノμ，＝7「，／7し

従って式（15）は

（15）

（16）

砺…262（玉）》   （17）

さて，主流温度を基準温度とすれば，上式の7ソ7｝＝

1である．また基準温度として壁面温度％を選ぶと，

式（6）より

冗／7｝＝7を／7㍉＝7を／乃＝1／（1十η2） （18）

さらに，基準温度を壁面と主流の算術平均温度7あ

とすれば，

℃／7｝＝7を／7厩＝27を／（℃＋7泌）

   ＝2冗／（℃十7b）＝1／（1＋規2／2） （19）

以上により，基準状態として主流，壁面，壁面と主流

の算術平均値を選んだ場合の⑦は，式（17）～（19）よ

り，それぞれ次式となる．

   （ア～¢ンガ7一＝0．0262 （20）
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    1 0．0262
  解げ＝（1十吻2）号

    1  0．0262
  解ダ＝（1＋吻・／2）号

なおRヴ、は上流のよどみ状態で表され

（21）

（22）

 2．4 ノズルに発達する境界層厚さの計算

 式（11），（12），（17），（23）を式（5）に代入して変形

すると

    4ルf，        んΨ，4δ

一十Φ      δ＝        κ÷4κ
（30）、

ただし
  R五一ρ砂・（1十㎜2）・・一・・／・…一…晦（23）

     、μ0

ここでαoはよどみ状態の音速である．

 2．3 速度分布指数の評価

 速度分布指数Nはマッハ数と静圧勾配に依存せず，

レイノルズ数、晦。のみの関数とする．2VとR弘の関

係を求めるため，低速の乱流境界層に対するKarman

の速度欠陥則ユ2）を変形すると

Φ＝

・＋訓1「寺2）＋（1＋。・）・ん2彿2N 1評（3・～L∫《7＋1）43

（1一加2ε2／（1＋・2））2

卿（÷＋（÷）寧   （24）

低速流れでは，密度は境界層内で一定であるから，（レ

＝2τ／（ρμ。2）とおくと，式（13）と（24）より，

     （，釜1）筋（1十η2）

ん一〇・0131（一剣）＋

  （1十㎜2）（3一γ）／114（γ一1）1
Ψ，＝・

  
μ47

なおΨ，は式（18）と（19）を用い

    （1十初2）（3一γ）／ロ4（γ一1）｝

Ψ。＝

（－）号

Ψω＝

  ユ
ノM。ア

1

（31）

N一 _131藤）1 （25）

基準状態と．して主流あるいは壁面状態（以下この状態

を添字ωで表す）をとり，πん。＝1．0およびん＝0．39）

とおくと式（25）は次式となる．

     ユ              ユ
ノ〉島＝幽2．61～ξア8丁τ， ハrω＝2．6、R¢ンω丁τ （26）

さらに基準状態として主流と壁面の算術平均状態（以

下，この状態を添字αηで表す）をとると，式（7）～

（9），（19）より（πん。）2＝1／2であるから，式（25）は次

式となる．

      ユ凡加＝2．2R砂。解π
（27）

また式（26）の凡と式（27）の2＞。耀を1吻。とM。を用

いて表すと

     ユ凡＝2．61～哩ア8丁τ
1

     ユ凡規＝2．2Rり8π

    （1十7π2）7

  1

（28）

     （1十解2／2）7

（29）

  Ψ伽＝    1     5
      躍7（1十〃i2／2）7

従って式（30）の解は，

δ一対（一∫Φ誓姻等

・ψ（∫Φ4農4備4砿＋鰍｝

餌’（1十規2）（11γ『3）／114（γ一1）｝

（1糎2）（3一γ）／｛14（γ一1）1

（32）

（33）

（34）

さて，Fig．1に示すようにノズル壁を適当な微小区間

に分割し，その区間で4κ／4既，κ1／7及び2＞を一定とみ

なすと，

      4κ
  δ、一E璽（1西一1¢）＋δ蹴  （35）

     κ一7

ただし，添字α，あは積分区間の始点，終点を表し，κ

は境界層の有効始点より積分区間までの平均距離であ

る．また瓦瓦1はそれぞれ次式で表される．

E一岬三四・F一卿（倉賜

    ノー唐卯（∫1垢蹴μ
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 FIOW

一
式（30）において圧力勾配の影響を無視すると，

箸讐     （36）

となり，その解は，

∫δ・一θ・一騎（・・夢一㌔争）＋θ。 （37）

式（35）におけるκの値は，δ。あるいはθ。がマッハ

数ル1、で圧力勾配のない状態の下に生成するという仮

定により，式（37）を用いて求める。なお，ノズルス

ロートにおける境界層が薄い場合には，それがノズル

出口境界層厚さに及ぼす影響は無視できるため13）一15），

ノズルスロートをκ＝0にとり，そこでδ。＝0とおく

ことができる．

 式（35）は4』4ノぬが正の場合であるが，面f／4κが

負の場合には

      4κ
  δ、一丁磐伍一ゐ）＋δ掘・（38）

      κ7ただし，

  ノー∫㌔．噸（一∫幅岬鉱

    1         1

 次に放射状の吹き出し流れと吸い込み流れを考える

と，式（30）は吹き出し流れの場合

薯＋（Φ誓＋÷）δ一讐  （39）

        《b）Diverging flow

Fig．2 Method of approximating convergent and

    divergent flows as radial flows．

吸い込み流れの場合

薯＋（Φ響＋，、≒）δ一言 （4・）

              κ

ただし，u1，猶。はFig．2に示してある．なお，式

（39）と（40）には放射状流れの局所摩i擦係数は二次元流

れと同じであるという仮定が含まれている．

 従ってこれより式（35）と（38）に相当するものをあげ

ると，亜音速流れで4ルf／47が負の場合，

     艦チ

  δ・＝％、詳幅）＋δ毒凧

亜音速流れで4ルf／4γが正の場合，

     471
δ、一E、ん4払71 G戟、、一ち）＋δ。㌔一・・肌

               7ゐ一γ0    （7ゐ一Zo）κ7

超音速流れでゴ〃ノ47が負の場合，

     4γ1

δ、峨葡；o鳳）＋δ。塘鍋
               7占一γ0    （7ゐ一ro）x7

超音速流れで4ル1／47が正の場合，

（41）

（42）

（43）
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      4γ．
δ詳票（15一∫α）＋δ躯144）契

ただし，7，γ一Zoは，吹き出し流れまたは吸い込み流

れの仮想始点から積分区間までの平均距離を示す．

なお，下瓦ろ」の積分区間の下限は任意であるから，

亜音速流れの場合には0．1とおく．

3． 計算結果及び考察

 3．1境界層特性量のレイノルズ数とマッハ数によ

る変化境界層の特性量であるδ＊とθは式（111と

（12）よりわかるようにNと〃，に依存する．2＞はレ

イノルズ数の基準状態のとり方によっては，M，に関

係なくレイノルズ数のみの関数となる．！VとRの。の

関係を式（26）と（27）より計算した結果をFig．3に示

す．図よりNはノ吻，とともに増加する．またNは，

レイノルズ数の基準状態のとり方によってかなり異な

ることかわかる．次にノ；g，H（羅g〃）のルf、と2Vによ

る変化をFig．4と5に示す． gは〃，の増加及びN

の減少とともに増加する．HはNの変化にほとんど

影響されない．一般にHが大きいほどはく離しやす

いから，躍，が大きく1＞が小さいほどはく離しやすい

ことがわかる．また∫はNとル1，のいずれにもほと

んど依存しない。すなわち∫はM，にもRり，にもほ

とんど依存しない．従って式（37）からわかるように，

≧

1，

10

9

8

7

6

5
104

Fig・3

Eq．《26）

Eq．（27）

 で05 106 ㈹7 108 109
              R8y7

Variations of velocity－profile parameter with

Reynolds number．
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0．1

  0

   1    2    3    4    5
                   ”ε

Fig．4 Variations of f and g with Mach number．
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1

Fig・5

  2   3   4 M 5
              ε
Variations of shape factor with Mach

number．

圧力勾配のない流れ場のδは，境界層内の速度分布に

はほとんど影響されない．

 3．2境界層発達に及ぼす速度分布と摩擦係数の影

   響

 δに及ぼすNと（シの影響を調べるため，設計マッ

ハ数2．08の超音速ノズル内に発達するδの計算結果を

Fig．6と7に示す．横軸はノズルスロートからの距離

x，縦軸はδを示す．計算の条件として，ノズルス

ロートにおいてδをゼロとし，ノズル上流のよどみ圧
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Fig．6  Effect of velocity distribution on boundary－

    layer development．
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∠
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Fig．7  Effect of skin friction coefficient on bound一

ary4ayer development．

力とよどみ温度をそれぞれ101．3kP。，288Kとした．

Fig．6は酵を式（22）で与え， Nを式（26），（28），

（29）で与えた．参考のためNを式（29）で与え，式

（37）により求めた圧力勾配のない場合のδを破線で示

す．Fig．7はN＝7とし，¢を式（20）～（22）で与え

た．参考のため（〃を式（22）で与え，式（37）により求

めた圧力勾配のない場合のδを破線で示す．Fig．6よ

りノズル内に発達する乱流境界層は，Nの選び方に

よって異なる．またFig．7からわか為ように，δは

qrの選び方によってもかなり変化する． Fig．6と7

よりδに及ぼす影響はNより¢が大きい．さらに同

じNあるいは留に対するδは，圧力勾配を無視した

計算の方が，順圧力勾配の計算値より大きい．

 3．3 実験結果との比較

 3．1節で示したように，境界層発達の程度はノ〉と

彫に依存する．従って妥当な2＞および¢を仮定し

なければ，境界層の発達を過大評価あるいは過小評価

し，大きな誤差の原因となる．この節では，従来の境

界層発達の実験値をTuckerの方法による計算値と比

較し，どのようなκや酵の仮定をすればよいかを検

討する．

 20
薯

ゆ 15

10

5

0

Fig・8

、

”i甥LEdge。faL
δ

x o

   ・00

   250       500       750      1000

               κmm
Comparison of theoretical and experimental

boundary・layer development almost without

pressure gradient．

 さて，中心線に対してそれぞれの勾配が1／100であ

る2枚の平板で囲まれた管内に発達するδの計算値と

実験値6）との比較をFig．8に示す．横軸は平板先端か

らの距離κ，縦軸はδである．平板先端でのM，1ま

1．40であり，κ＝1000mmにおけるRヴ，は約4．5×107

である．下中の実験点はピトー管で測定した境界層内

速度計布から求めたもので，計算値は速度分布が1／7

乗下に従うと仮定し，留は式（22）を用いて求めたも

のである．1＞を一定（＝7）とした場合でも，測定部

全域にわたり実験結果との一致はよい．同様の結果が

ルf，＝2．0で流入する1／200の勾配を持つ二枚の平板で

囲まれた管内に発達する乱流境界層でも得られてい

る7）．この理由は，この流れ場ではほとんど圧力勾配

がないため，3．1節で述べたように，境界層発達に及

ぼすNの影響はほとんどないためである．次に，ノ

ズル内に発達するδ，δ＊，θの計算値と実験結果と

の比較をFi昏9に示す．使用されたノズルは，出口
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マッハ数が2．08である10）．境界層の測定は，ノズルの

壁面中心線上で行われ，計算の初期条件としてノズル

スロートのθを与えている．横軸はノズルスロートか

らの距離んで，縦軸はそれぞれδ，δ＊，θである．

また○印は実験点で，破線，実線および一点鎖線は基

準状態としてそれぞれ壁面窺［N：式（28），（レ1式

（21）］，壁面と主流の算術平均値7厩［N：式（29），（ン

：式（22）］および主流勾［N：式（26），◇：式（20）］

の状態を選んだ場合を示す．δ，δ＊，θは，基準状

態として7あを選んだ場合に実験値と最もよく一致

する．なお逆圧力勾配を伴う流れ場および放射状流れ

場に発達する乱流境界層のNとgの選定は今後の課

題である．

4．結 論

 超音速ノズルにおける乱流境界層の発達に及ぼす速

度分布と摩擦係数の影響をTuckerの方法を用いて調

べ，実験結果と比較検討した結果，次の結論が得られ

た．

 （1）排除厚さδ＊と運動量厚さθの比Hは，主流マ

ッハ数ル∫，に強く依存し，流れ方向の距離と主流の条

件に基づいたレイノルズ数R夢，にはほとんど依存し

ない，θと境界層厚さδの比∫はM，にも肋．にも

ほとんど依存しない．

 （2）ノズル内に発達する乱流境界層の計算値は，式

（29）の速度分布指数1＞と式（22）の局所摩擦係数（レを

選べば，圧力勾配がほとんどない場合と順圧力勾配の

流れ場において，実験結果とよく一致する．

 （3＞圧力勾配がほとんど無視できる流れ場の境界層

の発達は，速度分布にほとんど関係なく（レの影響を

強く受ける．従って圧力勾配がほとんどない流れ場の

乱流境界層内のNはRり，に関係なくノ〉＝7とおくこ

とができる．

参 考 文 献

1）Carroll， B． F． and Datton， J． C．， J． Propulsion and Power，

6・．2 （1990），186．

2）McLafferty， G，， J． Aero． Sci．，20・3（1953），169．

3）Dolling， D． S． and Smith， D． R．， AIAA J．，27胴12 （1989），

1698．

4）Plotkin， K．」．， AIAA J．，13・8（1975），1036。

5）Doerffer， P．， Stromungs皿echanik und Stromung smas－

chinen 35／85， Universitat Karlsruhe，1985．

6）玉木・ほか2名，機論，35・273（1969），1028．

7）玉木・ほか2名，機論，36・292（1970），2056．



一322一 超音速ノズルにおける乱流境界層の発達

8）杉山・ほか4名，機論，56・582（1990），330．

9）Tucker， M．， NACA TN 2045，（1950）．

10）Tucker， M， NACA TN 2337，（1951）．

11）Shapiro， A． H．， Compressible Fluid Flow， Vol． H （1954），

 1092，Ronald Press，

12）Schl重chting， H．， Boundary・Layer Theory， 7th Edition，

 （1979），588．

13）Sibulkin， M．， J． Aero． Sci，23・2（1956），162．

14）Sibulkin， M， ARS J．29・1（1959），61．

15）Handbook of Supersonic Aerodynamics， Sec． 17

 NAVWEPS Rep．1488（1964）．


