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単項演算に対する局所計算可能な符号化と
       その符号長に関する考察

永 浦    渉＊・安浦寛人＊＊
（平成6年2，月28日 受理）

AConsideration on Locally Computable Coding
        and Its Code Length

Wataru NAGAURA and Hiroto YASUURA

  When an operation deflned on a finite set caゆe realized under a coding C by a computation rule in whlch

each digit of the result of the operat量on depends on at mostんdigits of the operand， the operation is said to be

ん一locally computable under the codingσ  In this report， we show a lower bound of the code length which is

needed when all log量cal functions withπinputs andηoutputs are locally computable under a cod孟ng． The

result is that the code length increases as an exponential function ofη．

1．はじめに
 1960年台初頭，Avizienisは算術演算回路の設計に

おいて，冗長符号化が高速アルゴリズムの実現に利用

できることを指摘した1）．通常の2進表現では，加算

の場合，最上位桁は加数と被加数の全ての桁に依存す

るので少なくとも桁数の対数に比例する時間が必要と

なる．しかし，冗長符号化を利用すると，桁上げ伝搬

のない加算器が実現でき，桁数に無関係に一定の時間

で計算が可能である4）．ある演算において，演算の計

算時間とその演算結果の各桁が依存するオペランド数

は深い関係にある．多くのオペランドに依存する桁の

計算に要する時間は大きくなる．演算結果の各日に依

存するオペランド数をある一定数以下に制限するよう

に符号化．を工夫すれば，符号長は大きくなるが全体の

計算時間は小さくできると考えられる．この考えに基

づいて局所計算可能性という概念が提案された．この

局所計算可能性を実現するには非冗長符号化では一般

に実現できないことが示されている2）．ある符号化。

の下で，演算結果の各桁がオペランドの高々ん桁だ

けに依存するような演算の計算規則が作れるとき，こ

の演算は符号化0の下でん一局所計算可能であると

＊情報システム学専攻修士課程
＊＊﨣�Vステム学専攻

いう2）．冗長2進表現を用いた各種算術演算アルゴリ

ズムなど，冗長符号化を利用して局所計算可能にした

アルゴリズムがいくつか示されている2・3）．さらに，

局所計算可能性は，順序回路の高速化や，多出力組合

せ回路の検査容易設計などの応用が期待されている．

 ここでは，ある有限集合とその上で定義された複数

の単項演算に対してん一局所計算可能な符号化を与え

ることを考える．要素数ηの任意の集合とその上で

定義された任意の単項演算集合に対して2一局所計算

可能にできる符号化が存在し，その符号長は0（η2

10gη）となることが知られている2）．しかし，これで

は符号長が膨大となる．そこで，符号長をもっと小さ

くできる符号化を求めたい．任意の集合とその上で定

義された単項演算を冗長符号化によりん一局所計算可

能な関数として表現するときに要する符号長の上下限

がわかれば符号化を考える際に重要な情報となる．こ

の問題に対する1つのアプローチとして，本論文では，

全てのη入力η出力論理関数をある単一の符号化に

よりん一局所計算可能な論理関数として実現する場合

に必要な符号長の下界を求める。

 本論文の内容としては，2章では，本論文で用いる

語句の定義を行なう．3章では，全てのη入力π出

力論理関数をある単一の符号化によりん一局所計算可

能な論理関数として実現する場合に必要な符号長の下
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界を求める．4章では3章で求めた符号長の下界につ

いての考察を行なう．

2．諸  定  義

 この章では，本論文で用いる語句の定義を行なう
2・3・5・6）．

 2．1冗長符号化

 3を有限集合とする．OP＝｛OP1，0P2，…， OP加｝

を『3定義された単項演算の集合とする．Σを符号を構

成する有限のアルファベットとする．本論文では

Σ＝｛0，1｝とする．Σ”（πは正整数）をΣ上の長さ

ηの系列の集合とする．ηを符号長と呼ぶ．εに対す

るΣ箆上での符号化Cを次のよう’に定義する．

・符号化Σ”の部分集合から3への全写である．

・∀3∈8に対しヨ。∈Σ〃があり，∫＝C（c）であ

 る．

 c∈Σ”，∫∈3について0（c）＝∫であるとき，c

を5に対する符号語という．εの要素数を1ε1とする．

以下，任意の集合遼の要素数を惚1と表記する．符

号長η＝「log（13D「のとき， Cを最短符号化と呼

ぶ．すべての5に対応する符号語が唯一であるとき，

Cは単一符号化であるといい，ある∫に対応する符号

語が2つ以上あるとき，0は多重符号化であるという．

最短かつ単一の符号化を非冗長符号化と呼び，それ以

外を冗長符号化と呼ぶ．

 εの単項演算ψと関数f；Σ〃→Σ”に対し

  o（f（c））＝ψ（o（c））

が成り立つときfは符号化0の下でψを実現すると

いう．

 2．2 関数と部分関数

 cをΣ〃の要素とすると。は

。＝（61，62，… ，6π），（ら∈Σ）

とベクトル表現できる．6を第2桁と呼ぶ．f：Ση→

Σπにおいて，入力を（κ1，κ2，…，κ。），出力を

（ノ1，ノ2，…，ノ。）とすれば

（ノ1，ノ2，…，ノ。）＝（f（κ1，κ2，…，κ。））

      ＝（弄（κ、，κ2，…，κη），

        ゐ（κ1，κ2，…，κ。），

        ・ ○ ら，

        五（κ1， κ2，0 。 ・， κη））

と書ける，但し，芳：Σ：”→Σである，

は

したがってf

       fニ（五．危，…，ゐ）

とベクトル表現できる．轟G＝1，…，のをfの部分

関数と呼ぶ．

  Σ〃上で定義された関数の集合を

Fπ＝・lflf：Σπ→Ση｝

とする．f∈Pの部分関数の集合を

      乃π＝｛∫1∫：Σπ→Σ｝

とする．

 ∫∈、研の変数をベクトル

       x＝（κ1， κ2，●・・， κη）

また，変数の集合を

X＝｛κ1，κ2，…，κ。｝

とする．

 X＝（κ1，κ2，… ，κ。）において，X＝1κ1，κ2，… ，κ。｝

から瓦＝｛κ、1，鰯…，㌔1，（蚤⊂ぎ）を取り除いて，

x’＝（・・，…，・べ1，・、1＋1，…，・ゼ1，・、、＋1，・…，・、。一

1，κ‘切十1，…，κ。）としたとき，：ガをx〈1＞，（1＝｛ε1，

ゴ2，…，ゴmDと表記する．κに対する瓦の補集合を

瓦（覗）と表記する．

 ∫∫’∈砂において，∫≡∫’とは，∀c∈Σ”に対

し，∫（c）＝プ（c）が成立することである．逆に，∫

≠プとは，ヨ。∈Σ”があって，∫（c）／∫’（c）が成

立することである．

 ∫∈ゆ”が全ての変数に依存しているとき，∫は非

縮退であるという．また，∫は真にη変数に依存する

関数であるという．そうでないとき，∫は縮退してい

るという．または，縮退可能であるという．

 ∫∈ゆ”において，∫（κ1，κ2，…，κゴ＝1，…，κη）を

蓋，／（κ1，κ2，…，κ∫＝0，…，κ。）を∫1と表記する．

二∀∫∈ゆ”において，shannon展開により

       ∫（x）＝κ誘＋房ア｝

と書ける．このとき，ノ；メ∫1のどき∫はんfに依存す

るという．盟＝方のとき／はんεに関して独立である

という．また，κ∫を冗長な変数という．

  ∫∈ゆπがん，に関して独立であるとき，
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義＝プ7＝9（Xく1討〉）

となる8∈乃屑が存在する．このとき

∫（x）＝κゴ・義＋耳・∫1

   ＝κf・8（x〈巨｝〉）＋耳・9（x〈田〉）

   ＝（κf十厨）・8（x〈け｝〉）

   ＝9（x〈田〉）

が成立するので，∫とgを同一視し，∫駕8また『 ﾍ，8
駕∫と表記する．また，gは∫を冗長な変数κ，に関し

て縮退した関数という．

 2．3 局所計算可能性

 f∈F”の各部分関数蓋G＝1，…，η）すべてがそれ

ぞれ高々ん個の入力変数にしか存在しないとき，fは

ん一局所計算可能（ん一locally computable）であるとい

う．以下，「局所計算可能」をR．6．」と略記する．ん

をfの入力に対する依存度と呼ぶ．さらに，部分関

数∫においてちょうど1個の入力変数に依存する場合

∫は“真に1－1．6．な部分関数”という．

 fが符号化0の下でψ実現し，かつ，fがん一」．乱

であるときψは符号化Cの下でん一1．6．であるという．

 定義1
 ε上の単項演算の集合OP＝｛ψ1，ρρ2，…，ψ訓が

符号化。の下でん一州局所計算可能（ω6α砂ん一伽α妙

‘oηψπ励1θ）であるとは，各演算畝がん一局所計算可

能であることである．

 定義2
 3上の単項演算の集合OP＝｛ψ1，ψ2，…，ψ詔が

符号化0の下でん一町局所計算可能であるとする．

各演算ψfを実現する関数f；（’＝1，2，…，切におい

て，第ε桁を計算する部分関数が依存するん個の入

力変数を共通にすることができるとき，単項演算の集

合OPは符号化0の下でん一強局所計算可能（∫吻πg少

ん一10‘α1ウ60ηψ磁6」6）であるという．

  F”の中の関数でん一1．‘．なものの集合を

Fπ諸＝ ｛flf∈FπカΣつん一1．‘．｝

と表記する．同様に，乃”の中の部分関数でんゴ．aな

ものの集合を

乃雌＝げげ∈・ゆ”かつん一’．6．｝

と表記する．ゆ継の中で，依存する変数の集合が

瓦（⊂x）である要素の集合をゆ猛真にブー1．c．な

要素の集合をゆ勾，（ブ≦のと表記する。ゆかは単に

理’と表記する．

 3上の単項演算：の集合OP＝｛ψ1，ρρ2，…，ψ討が

符号化Cの下でん一局所計算可能であるとする．こ

のときの符号長がηのときOPの各要素ψ‘はそれぞ

れ符号化Cの下でF話の中のある要素により実現さ

れている．よってこれをOPは符号化Cの下でF醜

のある部分集合瑠麟。で実現されているという．

3．局所計算可能な符号化に必要な符号長

 単項演算の集合OPと依存度んが与えられたとき，

ん一」．6．な符号化の符号長をOPとんの関数として表

す問題を考える．しかし，この問題は，OPの各要素

の性質を考慮に入れて議論しなければならず，難しい

問題となる．そこで，問題を簡単化するために，3＝

Σ”として，全てのΣη上の単項演算すなわちF”を

単一な符号化。によりん一乙6な関数琴ぜ。で実現す

ることを考える．ここで，π、は符号化0による符号

長である．これより，符号化Cの対象となるΣπのベ

クトル長ηを単にηと表記し，符号化0による符号

長η、を単にπ、と表記する．

 符号化Cは，Fηの各要素全てをん一」．6．な関数と

するものであるから，もし存在したとしてもη、はか

なり大きくなるのではないかと思われる．そこで，本

論文では，η、の下界を求め，符号化Cについて議論

することにする．

 π、の下界が満たす必要条件としては，FπザはF麟
                  ア ひむ
の部分集合であるから，F”酢の要素数lF〃・州がFπ

の要素数LF”1以上でなければF耽もがF”を実現

することは不可能である．したがってπ、は最低でも

iFπ・・η≧lF円 （1）

の条件を満たさなければならない．

 よって，この章では関数の数lF”・し層，lF列を調

べることにより，条件式（1）を満たすことでπ、の下界

を求めることにする．

 補 題1

 1F・1＝2”’2擢である．

（証明）

 f∈F〃はη個の部分関数から構成されている．よ
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ってfは部分関数の集合1うグの頃ゲ1個の要素を

重複を許してπ個取って並べた物と考えることがで

きる．したがってlF引は

（証明）

∫（x）駕9（x＜1＞），∫’（x）駕9’（x＜1＞）より，

∀c∈Σ”に対して

iF・／判ゆ中一｛22n｝・一2・’2n

となる．ただし， 1、ゆ・1＝22uである5・6）．

（2）

 F”の要素は，」ゆ”の要素から構成されている．同

様に，F献の要素は，1ψ席の要素から構成されてい

る．こごで，乃席性質を簡単にまとめると，次のよ

うになる．

・・ゆ罐＝1ゆ継∪1φ臆一1∪…∪翔”」∪・ゆ・ρか

 つ，任意の2つの集合ゆ煽，ゆ吋⊂彫πκに対し，

 ゴ≠ゴならば角）煽∩瓦ゲヴ＝φである．

・」ゆ勾＝」％紹Uj％露∪…∪」％窺，（瓦⊂x，1忍1＝

ブ，瓦≠澱（ゴ≠ん））である．また，任意の2つの集合

 乃銘」％窯に対し，歪≠んならば，」％窒∩」％窯漏

 φである．

・∀ゆ窒⊂乃勾の各要素は，呪〆の要素と1対1

 対応となっている．

 IF婦1を求めるには，陀グ’列を求める必要が

ある．そこで，まず，上に述べた乃婦の各性質が

成り立つことを証明する．次に，それらの性質を用い

て1ゆπ’列を求める．

 補題2
／∈乃婦において，∫に独立な変数の集合を奥と

する．∫（x）を奥に関して縮退した関数をg（x〈1＞）

とすれば，∀c∈Σπに対して∫（c）＝g（c＜1＞）が成

立する．ただし，1は，瓦＝｛κゴpκ，2，」一，艦｝・とし

たとき，1＝悔，ゴ2，… ，扁とする．

（証明）

縮退の定義より明らか．

 補題3
∫，プ∈、司ゲガにおいて，∫，∫’をそれぞれ瓦に関

して縮退した関数をg，g’∈ゆブとすれば，次のこ

とが成立する．

∫（c）＝9（c〈，〉）

∫’（c）＝8’（c＜1＞）

が成立する．ここで，1は，瓦＝擁1，κf2・’”・駕一」｝

としなとき，1＝今戸2，…，らπゴ｝とする．

 （ののときノ三プより，∀c∈Σ〃に対して

∫（c）＝∫’（c）

が成立しているから，∀c∈Σ〃に対して

9（c〈1＞）＝9’（c＜1＞）

が成立する．すなわち，g≡g’となる．

   （εののときは，

∫（c）≠∫’（c）

となる。が存在する．よってその。に対しては，

8（c＜1＞）≠8’（c〈！〉）

が成立する．すなわち，8≠g’となる．

 補 題4

 ∀∫∈彫錨∀プ∈1ψ鑑において，瓦≠超な
らば∫≡プである．

（証明）

∫は瓦に，プはX；に依存する．瓦≠超である

から，悉∩超に属さない祐，（祐∈忍，毎磋κ’のが

少なくとも1つは存在す翫∫，∫’はともに，

∫（x）＝ηゐ十二方

／’（x）＝替乃＋裕∫｝

∫≡∫’ならば9≡9’

∫≠∫’ならば9≠8’

（の

ω

と書くことができる．∫は㌔に依存しているから

汚≠方であり，／’は乃に独立であるから∫り＝∫㌻で

ある．もし，∫…プと仮定するならば，明らかに矛盾

している．従って，∫≠ブである．
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 補 題5

  口％”ヴ1＝。qlη）ゴ1である．

（証明）

 乃吋＝乃窄U1ψ窓∪…∪1ψ実藍である・ただ

し，瓦⊂■，1瓦1＝ブ，瓦≠澱G≠ん）である．補

題3丁目，」％㌘の各要素は，」％ノの要素と1対1対
       く
応となっている．また，乃細の中にゅゴの要素に対
             
応ずる要素が必ず1つ存在する．従って，乃㌘の要素
                    i
数と乃ゴの要素数は等しくなり，

        1ゆ灸11＝11弼1

となる．これは他の集合に対しても同様である．

 さらに，∀／∈乃吋は，補題4より複数の集合の

要素となることはなく，その関数が属する集合は唯

一染まる．従って，任意の2つの西倉彫寒〃穿⊂

月山に対して群聴らば・膿∩乃驚ゴ＝φと
なる．これより，1」％吋1＝〃刻」％ブ1となる．さら

に集合の数ηはπ個の変数からん個選ぶ組合せの数

となるからη＝。（うとなる．従って，

       1乃吋1＝。（｝1ゆゴ1

となる．

 補 題6

  1ゆ”・目＝Σ髭。（。Gl砂1）である。

（証明）

 乃・・た＝乃・・た∪乃”・ん一1∪…∪乃〃・1∪乃”・0

である．ノ’∈彫献は，依存する変数の集合は唯一決

まるから，その変数の数がブであれば，∫は乃呵に

属する．このように，∀／∈ゆ儲は，複数の集合に

属することは決してあり得ない．すなわち，任意の2

つの集合君ク煽，乃吋⊂乃猷に対し，ゴ≠ブならば

彫厄∩乃婦＝φとなる．よって，1ψ儲の要素数は

各集合1ψ短の要素数の和となる．従って，

        た             ゐ

  1乃…1一Σ1乃・・71一Σ（。Gl乃il）

       f＝0           ゴ＝0

となる．

補 題7
 11》列＝22左一Σf＝δGG11ψ31），

1」％Ol＝2である．

（証明）

 1」％列＝D％列一1ゆ婦『11は明らかである．

また，1」％列＝22んも明らかである．」％扁一11は

補題6より1乃儲一11＝瑳＝1（たGl砂1）である．

従って，

                た ユ
彫夏1－1ゆ・1－1乃…一・i－22k一Σ（、G11が1）

                i＝0

である．なお，1乃Olは，／＝1，∫＝0のとおりで

あるから，D％Ol＝2である．

 これより，条件式（1）

        lF”話1≧IF〃1

により，π、の最低限必要な符号長を求める．

 定 理1

 F”の全要素を符号化Cにより三一局所計算可能な

関数として実現する際に必要な符号長の下界は，

     た
    ｛Σ（。、q■1が1）｝㌃≧禦●矛  （3）

    ’＝0

を満たす最小の整数π、である．

（証明）

 ん一局所計算可能な関数の集合をF凱装kとする．

∀f∈F凱曇kの各出力澱，（歪二＝1，2，●●・，π‘）は部分関

数がた一♂，6．であるという条件さえ満たしておけば良

い．よって，F霊kの要素は，ん一ム乱な部分関数の

集合ゆπ漣の要素を重複を許してη、個取って並べる

順例の総数通り作ることができる．したがって，

F霊、の要素数三二、1は

           ル
lF霊、1一協・勘・・1砺一｛Σ（恥G・彫71）ド（4）

           ゴ＝0

となる．条件式（1）よりπ、の下界は

lF霊、1≧1刑

を満たす最小の整数である．よって，定理1が証明さ

れた．

 定 理2

 、F”の全要素を符号化0により強一局所計算可能な

関数として実現する際に必要な符号長の下界は，
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条件式（1）よりη、の下界は
  η・2π
η、≧
   2た

（5）

を満たす最小の整数π、である．

（証明）

 ん一陣局所計算可能な関数の集合をF瀦㎎とする．f

∈忍麟8の各出力澱，G＝1，2，…，η。）は升の部分関

数の入力が｛κゴ1，κ，2，…，κfた｝に依存したとすると，他

の関数全てにおいて必に依存する入力変数は集合

｛κゴ1，砺…，掃の要素でなければならない．f∈F。麟g

の要素をf＝げ撃，∫磨，…，／贈｝とし，∫磐に依

存する入力変数の集合をXi＝｛κε1，κf2，…，臓｝とす

る．入力変数の組合せが勾と決まっている場合，凋

を入力変数とするん一’．＆な部分関数は1乃引＝22鳶

個作れる．なぜならば，彫たの入力はん個あり，そ

れぞれの入力変数をxゴとすれば良いからである．し

たがって，f∈F。麟，はx1に依存する部分関数から

x。，に依存する部分関数までを1つづつ選んで並べ

る順列通り作るここができるので，F錨、の要素数

lF麟81は

  lF擁H酬・・一2・●2歪  （6）

となる．

lF瀦g1≧lF列

を満たす最小の整数である．すなわち，

2…2斥＞2パ2π

    η・2π
∴η6≧
    2ん

である．よって，定理2が証明された．

4．考 察

 4．1弱局所計算可能性

Table 1にηが1から7までのん一’．‘．な部分関数の

数，真にん一’．o．な部分関数の数及び，式（4）より

弱局所計算可能な関数の数を求めたものを示す．

 Table 1からわかるように依存度ん（以下んと略記

する）が5以上のときは

1乃租＝11がi＝22た

と近似することができる．ん＞5のとき

Table l  Table 1 T・bl・・f l解1，1例年， IF蕩各、1・nd 1F職1

π 1 2 3 4

1ザ1 2 10 218 6．46×104

ん 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4

彫”・暇 4 6 16 8 38 256 10 7Q 942 6，55×104

lF癒1 4 36 256 512 5．49×104 1．68×107 1、00×104 2．40×107 7．87×1011 1．84×1019

lF舗π1 4 16 256 64 4．10×103 1．68×107 256 6．55×104 4．29×109 1．別×1019

π 5 6

  噌Pザ1 4．29×109 1，84XlO19

ん 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6

1ゆ列 12 112 2．29×103 3．25×105 4．29×109 14 164 4．52×103 9．73×105 2。58×1010 1．艇×1019

1F瓢1 2．49×105 1．76×1010 6．33×1016 3．64×1027 1．46×1048 7．53×106 1．94×1013 8．57×1021 8．51×1035 2．93×1062 3．94×10115

iF喉島η1 1．02×103 1．05×106 1．10×1012 1．21×1024 1．46×1048 4．10×1Q3 1．68×107 2，81×1014 7，92×1Q28 6．28×1G57 3．94×10115

π 7

  卿Pザ1 3．40×1038

ん 1 2 3 4 5 6 7

1乃π・勺 16 226 7．86×103 2．27×106 9．02×1010 1．29×1020 3．40×1038

lF號d 2．68×108 3．01×1016 1．85×1027 3．09×1044 4．85×1076 5．99×10140 5．28×10269

lF窪濡η1 1，64×104 2．68×108 7．21×1016 5．19×1033 2．70×1067 7，27×101糾 5．28×10269
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。（藁・1彫ん1一。（≧＿1・1ゆた一11

 ＝㍉（嘉・1ゆ伺㌔（レ1・1ゆん『11

㍉（残・22L。（姦＿、・22え一1

一 〃！．2・L 〃！ ．2・・一1
  ん！・（π一ん）！    （ん一1）！・（η十1一ん）！

「÷ん）1・〆（     ん   11一η＋1＿左●22ト1）

    η！
＝    ・22㌧㍉（義・22た
  左！・（η一ん）！

             ゐ    1
   ん≧5のとき1》。＋1一ん●2・・一1

したがって，ん≧5のとき

       た
  1彫継1一Σ（。q・1・ゲ1）

       ’＝0

     ＝。（藁・1彫た1＋。（レ1・1」磁ん一11

       ＋…＋。（】o■乃OI

＝。（藁・lj％κ1

    2κ
＝πq・2

と近似できるので弱局所計算における条件式（3）は

この近似式を使って，んが5以上のときは

       Gq・22学≧7’ツ （7）

となる．

 πとんを決めたとき，η、の下界を条件式（3）（ん＝1，

2，4のとき）及び条件式（7）（ん＝8のとき）より求め

たものをFig．1に示す．このFig．1からπ，は指数関

数的に増加することがわかる．

 4．2 強局所計算可能性

 式（6）よりηが1から7までの強局所計算可能な関

数の数を求めたものをTable 1に示す．

 任意の集合3（！3［＝2り≧その上で定義された

任意の単項演算に対し2一強局所計算可能とする符号

化が存在する．その符号長はOq81210g181）と

なる．そこでんニ2のときはこの符号長をη、の上界と

すると

    151210915・1＝ （2π）21092π＝η・22π

であるから条件式（5）より，ん＝2のときのπ、の範囲

は

       π‘22η≧π、≧π・2η一2         （8）
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となる．式（8）より，π。の上界は下界の2杜2倍とな

るのでηが増すと指数関数的に範囲が広がることが

わかる．

 πとんを決めたとき，η、の下界を条件式（5）より求

めたものをFig．2に示す．このFig．2から弱局所計

算可能な場合と同様に，η，は指数関数的に増加する

ことがわかる．

5．おわりに

 全てのη入力η出力論理関数をある単一の符号化

によりん一局所計算可能な論理関数として実現する場

合に必要な符号長の下界を関数の数を調べることより

求めた．本論文では問題を簡単にするために全ての論

理関数をん一局所計算可能とする万能な符号化に限定

して議論した．今後，与えられた論理関数集合に対す

る符号長の上下限及び演算の性質を利用した符号化法

について検討していきたい．
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