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n次元レイノルズ応力テンソルのRealizabilityの一般証明
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Universal Proof of Realizability for n・dimensional Reynolds Stress Tensor

Akihiko SHIMIZU and Hiroyuki YOSHIDA

  This paper presents mathematically rigorous and universal proof of realizability conditions which， Schu－

mann insists， any Reynolds stress component must satisfy． In contrast to Schumann’s original proof， present

one is for n－dimensional Reynolds stress， so that it is expected to be applicable for general situat童ons wherein

correlations between many fluctuating quantities in multidimensional probability process should be taken into

consideration．

1．緒 言

 レイノルズ応力モデルにおいてはレイノルズ応力

R、β（＝〈！乙’α z己’β〉）の輸送方程式中の未知の相関が既知

量の代数式で表現されるが，このモデル化に際して計

算過程，あるいは計算結果中に非現実的な値を生じな

いためにRealizability（実現可能性）を満足すべきこ

とがSchumann1）により示されている．これによれば

2階の応力テンソル1～。βは以下の3式を満足しなけ

ればならない．

Rαα≧0

（R。β）2≦RααRββ

露（R。β）≧0

（1a）

（1b）

（1c）

本論文を通して，添字に関し総和規則は適用されない

ものとする．（1a）式は各方向変動速度の2乗，すなわ

ちその方向の変動による乱流エネルギーが正であるこ

とを示し，（1b）式はSchwarzの不等式に対応する．

現実の流れ場で（1a）式と（1b）式が満足されなければ

ならないことは当然であるが，不適当なモデルを用い

た数値計算はしばしばこれに反し，計算の発散や非現

実的解の原因となる．例えば（1a）式に反しないために

‘ま，Figる1より

1）Rαα

   ≧ at
 1）‘

Rαα＝・0 （2）

となれば十分であることが分かる．Rααが0に漸近す

ることは壁面の存在しない流れにおいてはあまり見ら

れないが，壁面近傍においては壁の存在により壁面に

垂直方向の乱れが抑制されるため，一般にR22＝0

（2方向は壁面に垂直な方向）となる．従ってこの条

件は壁面近傍の低レイノルズ数領域の解析において重

要な制約となる．また自由乱流の場合でも，成層化や

層流化などのように考察の対象となる場に乱流と層流

が共存するかその可能性のある場合には重要となる．

現在ではRealizabilityはモデル式が満足すべき最も
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Required behavior of DRαα／Dt as a function

of time t when approaching the limit Rαα＝0
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重要な条件とみなされている．

 （1a），（1b）式は数学的にも容易に理解できるのに

対して（1c）式は少なくとも直感的ではない． Schu－

mannの論文の付録には3次元空間のレイノルズ応力

に対するその証明が与えられており，普通はこれで十

分である．一方，n次元空間のレイノルズ応力に対す

るこれの一般的証明は，数学的に興味深い問題である

だけでなく，今後様々の多次元確率過程において多変

数間の相関をモデル化する必要が生じたときに問題と

なる可能性がある．ここではSchumannが与えた3

次元空間の，すなわち現実空間のレイノルズ応力の

Realizabilityをn次元空間のそれに拡張してその一般

的な証明を行うこととする．（1a），（1b）式はn次元

空間に於いても容易であるので証明は（1c）式に対して

のみ行う．

 2．準    備

 以下，特に断らない限り，Σ記号は1からnまで

の和をとることを表するものとする．

＜補題1＞体K上の行列五＝（a諺∈鵡に対する行

列式1測＝吻（a轟において，その％の余因数を

馬とするとき，∀x＝（κゴ）誓≡1羅，∀ア∈（ア調∈1（”1，

∀ま≡、Kにヌ寸し

all a12

a21 a22

aπ1 aη2

ク1 ／2

となる．

［証明］

a1π κ1

a2η κ2

a朋 κη

ノη ξ

＝ζは1一Σ秘馬（3）
      り

（左辺）＝ζ1五1＋ Σκ、（一1）汁〃＋1

         ゴ

×

㌍・ キ2●●●ゑぎ ●”肺

af－11  ai－12

af十11 af十12

aπ1   aη2

0   0

● ● ●a歪一1ブ      ●a’一1π

● ” a’十1プ      ’aゴ→一1η

’ ● ’aπゴ        ・aηη

…  1     ・0

＝ζ1AI＋Σκ、（一1）汁〃＋1Σ乃（一1）”＋ブム〆五）

      f           ゴ

＝ζ1五1一 Σκ必場＝（右辺）

      ’．ゴ

ここで

ムダω

を用いた．

＜補題2＞

all   a12   ’”a1ノー1  a1ゴ十1  ”●a1π

aゴー1 1 aご一12 ’●9aゴー1ブー1 aゴー1ゴ十1’。’af－1η

af十1 1 af十12 ●’。a∫十1ゴー1af十1ノ十1’”aゴ十1η

aη1   aπ2    ”●aπゴー1  aπゴ十1  ●’●aηη

4・‘（aび＋‘アη

a11＋”・・a1。＋‘

a21＋’ … a2。＋彦

a。1＋‘ ’・・a。。＋‘

一4・‘（aび）憂＋‘Σ場

      り

Q，E．D、

（4）

［証明］（3）野中で，κ1＝κ2＝・・κ。＝一’，ノ1∋2＝・フ。

＝ζ＝1とすれば，

（（3）式左辺）

一’

一‘

一∫

1

×

all  a12     ’

a’一11 af－12

a’十1 1 aゴ十12

aη1  aπ2     ’

ク1  ，ア2

。a1π

’aゴー1η

’af十1π

●aηπ

ノη

・＝ ﾄ隔1＋Σκ、（一1）汁〃＋1Σノ、

      i           ノ

 a11十’a12十‘’。a1η十’  一∫1：：1糊ll隔l ll

＝吻（a夢十‘）鐸＝  （（4）式左辺）

（（3）式右辺）一二1＋‘Σ、％＝（（4）式右辺）

           fJ
Q．E．D．
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〈補題3＞行列P＝（ρ纏を，ある直交行列五を用い

て，P＝（ρσ）鐸に変換するものとする．すなわち

  1）＝孔乙P」乙                                 （5）

  」D＝、乙＝戸‘」乙                                （6）

である．更に，行列PおよびPの各々に対して，そ

の第（i，j）余因数をP夢，ろとし，〃＝（Pび），M＝

（P諺（余因数を要素とする行列）とすると，

  万＝’∠，ルf∠，，ルf＝＝＝五π’五                      （7）

が成立する．

［証明］周知のように

     ’潮「   ＿ ご〃
  E＝指ア「・E＝PIPI     （8）

であるから，

  11）iE＝P‘ルτ                          （9）

P＝（Pij）1

①
戸＝tLPL

  tM

E＝P回

P＝L戸tL

鳶（Pil）1

  lp｝E；Pごルf

（9）式に右から‘ルf－1を掛けると

  lpl’〃一1＝P

となる．（10）式に（5）式および（11）式を代入して

  lpiE＝lpl’五’λ4－1〃万

              し

＝しおよびみ伍＝Eより，

  五＝％「1〃万

さらに変形すると

  ’五ル1五＝ルf

③
 ④
南＝tLML

②

（10）

（11）

上式の両辺をlpiで割り，左から五を掛けると五E

                    Q，E． D．

 これらの相互関係を図示したのがFig．2である．

 3． 数学的帰納法を用いた本題の証明

 n次レイノルズ応力テンソル（R纏の第（i，j）成分

馬＝〈κ～砺’〉は定義により，

Rヴ＝伽Rび（N）

  N→oo

M＝（Pi」）1

 」南
E＝P－
  lPl

（12）

M＝LMtL

繭＝（戸ij）1

Fig．2 Relations between tensors

と表される．ただし，
              ハロ      ムレ     Σω、鵡（X、）め（X、）混ω・π’・（X・）・レ（X・）

     ルコエ            へ                     （13） 馬（1v）ニ   N
               殊        Σω、

        たコエ
である．ここでxげ（み，の（み∈Rπ）は時空位相空

間における第k番サンプルを取る座標であり，また

晦は第k番サンプルに対する正の重みである．（12）

式より，

  4・嶋（N）｝≧0 ∀Nqv   （14）

であることを示せば（1c）の証明となる．そこで数学的

帰納法を用いて（14）を証明する．

 ノV＝1のとき，（13）より

Rヴ（1）一｛・’、（・・）・ン（・・）｝憂

したがって

副Rび（1）｝＝・’・・’・…・’η

π，

P

ゴ1

π，

P

％，

Q

π，

Q

ε♂2  ・

●κη

●銘η

●πη

＝0 （15）

よって，（14）はN＝1に対して成立する．1Vに対して

（14）が成り立つと仮定する．

  48‘馬（N）嬬≧0           （16）

このとき，

  4・嶋（2V十1）｝鐸≧0      （17）

を示せばよい．
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Σ
3た＝1

伽｛1㍉（ノ〉十1）｝＝4認

κω夙（X加レ（X∂＋鞠＋、・’、（XN＋、鴻（XN＋、）

略＋1

一漉’
o畿、R調幅｝一蜘・＋・助）鐸

）

（18）

ただし

ψ・）窪一｛鵜叫判驚痴）

とした．P＝（ρ諮とすれば（16）式より，

Ip1一蜘・）鐸一｛絵、1虚嶋（ノ〉））鐸≧o

となる．

 （18）式より，

  4θ∫｛1～び（N十1）｝＝・46ゆ夢十〇紡）鐸

         力11＋1．．．，面一＋ユ

         0101        び102曜

  ＿2  2    2
  －0102・ ・0η     ●          Ω

         ρ・1＋1．．．血．＋1

         ひηひ1        ひηひη

  ＝遅護・・o舞46彦（∂び十1）        （21）

ただし，

  6ヴ＝（ρ夢／（OfZう・））

とした．ここで

  B＝（％）潔＝（ρノ（防り））鴛

と置くと補題2より，

  伽｛馬（ノV十1）｝一命釜・・罎｛伽⑦び）鐸＋Σβむ｝

                   f．」

（19＞

（20）

   ＿ 2 2      2
   －01〃2。 ’        ’〃π

    カ11＋1 ρ12＋1・・．一麺一＋1… ρ1〃＋1

    01 01        び1 汐2          01召ノ           01 0η

    ρ・・＋1ρ22＋1＿毎＋1＿塑＋1
    ”2む1     ”202      η2Zう’      η20π

  ×ρ・・＋1カ’・＋1…血一＋1．．ρ・・＋1

    びε01     0fO2      0εり       η∫0η

    ρ・・＋1カ・2＋1＿％＋1＿ρ・・＋1
    0η 01        0η 02          びη Zlノ           ”η ”η

 十罐。菱…  罎

   力11＋1…カ1ノ『1＋16 ρ1ゴ＋1＋1…カ1”＋1

   0101     び1弓一1      0王り十1     01”η

               ρり＋1        Aブー1   ρ，1                     力勿
×Σ           十11     十1…                  十1…                       十1
 トブ OfO1    0ξり一1     び’り十1    ηゴ0η

        P。ゴー1   カ，、。               ρ。ゴ＋1                     ρ。。
           十10                       十1     一ト1…                  十1…
   ”ηひπ     ”ηり一1      0ηり十1     0η0η

                  
          カ11．’ψ1ゴー1 0 カ1ゴ＋1・・ψ1η

  Pll ●”ρ1η      ：   ：       ：     ：

 ＝i i＋Σρ日・・ψ，ガ・吻ρり＋…ψ、π
        り  ．    ．       ．     ‘
  カη1 ’℃’ρηη      ：   ：       ：     ：

          カη1”1ρηブー1 0 カηゴ＋1●’ψηη

  ＝吻（ρび）十〇，砂1）び

  ＝48‘（錫）十‘yル1v＝｝P［十’vル1v     （22）

ここでM＝（P纏は，行列式iplにおける角の余

因数Pσを第（i，j）成分に持つ行列であり，またy＝

（・諸∈諮である．P＝（ρ纏は対称行列なのでMも対

称行列となる．

 （22）式において（20）式より，lP1は正であるので，

  ’▼・溜「y≧；0                              （23）

を示せば（17）式が言える．ここでMが対称行列であ

ることに注意する。実対称行列M＝（P沸に対して，
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ル1た＝

P11 ・・P1ん

Pた1 ・・P献

（ん＝1，・・，π）

となる小行列式職を定義すると，周知のように

ごyMy≧0であるためには1〃別≧0（ん＝1，2，・・，η）

が必要かつ十分である．’vλ4vは2次形式なので， M

を対角化する適当な直交行列五を用いて座標系を回

転させても，その値は不変であるから，v＝五vとし

て，

‘vル1v＝‘（ゐv）M（L▽）一Σ犀瓢FΣλ、房

          f          ’

ここでλf＝磁ゴは行列Mの第i固有値である．した

がってここで問題としている2次形式が任意のvに

対して正であるためには，

λ～＝ル1毎≧0

となる．したがって’vルfy≧0であるためにはMの

全ての固有値が正であることが必要十分である．そこ

で（23）式を証明するために（23）式中のMの固有値が

正または0であることを示す．

 Fig．2は任意の行列について成り立つが， P＝（ρ纏

として，（19）式の

P一ψ淵激、姻｝1

を選択し，Fig．2の変換の直交行列五を行列Pを対

角化するものに特定する。すなわちFig．2の道筋①

の結果

1）＝’、乙1）ム＝

カ11 0
殊

班v＋1

1～11 0

（24）

                   

ヵ11…………0…・・…・…0………0

’ち一η一1 0    ・   ・

0・・……・0  0  0……0………0

’     0ち＋1ゴ＋1・   ・

0……………1…・…・…ψガ・……・・

0……………0…・・…・…0……・・ψ。η

b）i＝jのとき

 （〃ff）＝Pだ＝

         
カ11…・………・…・0………………0

’  ρf－1，一1  ●        。

0…・……………・・1……・・………・0

”  」白汁1汁1  ●

0……………・…・・0・……・………ψ。η

 ＝P11、か22”ρ，一1，一1カゴ＋1‘＋1． Dρηη

よって

ル∫＝（Pび）鐸＝

oラ。η 0瓦．

ρ11，p22…，ヵ。．はPおよびPに共通の固有値となり，

R11，R22，…，R。．も同様である．このように対角化し

たPから，Fig．2の道筋②を通り，その余因数行列

ル∫＝（1・ジ窪を作る．

a）i戦jのとき

 （M）び＝Pび＝

戸110

0ア。．

’P，FP・・ρ22・’ρf一・，一1カf＋・f＋… ρ。η

＝0 （25）

（26）

（27）

すなわちMも対角化されている．

 一方Fig．2の道筋③により，この場合（22）式中の

M＝（P諺が得られる．したがって道筋④を通って，

ル∫＝’、乙ルr五＝

戸110

0戸。．

（28）

前述のとおり，2次形式’vル1vの正負の判断は，任意

の直交行列で変換したM（＝’五ルf五）の，π個の固有値

の正負の判断で置き換えることができる．そこで任意

の直交行列しとして上述のLを考えれば，変換され

た結果は（28）式であり，その固有値P11，。 P。．は（26）

式より正または0である．したがって，2次形式

’vルfyはyに関わらず，

’vMv≧0
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である．したがって

  46‘｛Rσ（ノV十1）｝≧0

が示されたので，（14）式は（N＋1）に対しても成立す

る．したがって数学的帰納法より

  46’｛1㍉（N）｝≧0  ∀八に≡N          （14）

以上から

  46‘（Rむ）≧0            （1c）

である．

記号説明

アルファベット

乃 ：任意行列

馬：五の余因数

％：五の第（i，j）成分

E ：単位行列

ゐ ：任意直交行列

ル1：Pの余因数行列（＝（P沸）

P ：任意行列または（19）式

P・・：Pの余因数
り

窃 ：Pの第（i，」）成分

R。β：レイノルズ応力テンソル（＝〈u’、u’β〉）

彦 二時間

晦：α方向変動速度成分

。，：任意ベクトルまたは（19）式

   ガ
略：Σ峨
   左＝1

晦：（13）式

κガ：任意ベクトル

籔 ：時空位相空間における第k番サンプルをとる座標

澱 ：任意ベクトル

ギリシャ文字

λ ：固有値

その他

‘ ＝転置

’ ：．変動成分

〈〉：アンサンブル平均

一：行列が五によって変換されたことを示す
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