
九州大学学術情報リポジトリ
Kyushu University Institutional Repository

地衡流乱流におけるエネルギー散逸とスケーリング
則

伊賀, 啓太
九州大学応用力学研究所, 大気海洋環境システム学専攻

渡部, 威
北海道大学大学院地球環境科学研究科 | ヤマト運輸

https://doi.org/10.15017/16568

出版情報：九州大学大学院総合理工学報告. 21 (3), pp.295-299, 1999-12. Interdisciplinary
Graduate School of Engineering Sciences, Kyushu University
バージョン：
権利関係：



九州大学大学院総合理工学研究科報告
第21巻第3号295－299頁平成1！年12月

（KYU追贈路齢§瀟K搬欝辞縮服鰭灘
        VoL 21， No．3pp，295－299 DEC．1999

地衡流乱流におけるエネルギー散逸と

      スケーリング則

伊賀啓太＊・渡部 威＊＊

（平成ll年9月2日 受理）

Energy Dissipation and Scaling Law in Geostrophic Turbulence

Keita IGA＊and Takeshi WATANABE＊＊

  Energy dissipation rate in geostrophic turbulence is theoretically estimated， based on the assumption

that the energy dissipated in this system is equal to the energy transported to the large wavenumber region．

In the theory of dynamic scaling laws for the geostrophic turbulence developed by Watanabe et al．（1998），

the energy dissipation rate was left unknown and empirically determined；the estimation in this study comple－

ments their theory．  Through this estimation， the means to determine the appropriate artificial coefficient

of the hyperviscosity used in the numerical simulation is also determined．  The numerical calculation using

this determined value successfully derived the energy spectrum which follows the theoretically expected scal－

ing laWS．

1．はじめに
 2次元乱流の性質には3次元乱流と比べて著しい違

いがあることがよく知られている．3次元乱流ではエ

ネルギーは低波数領域から高波数領域に輸送されて散

逸される．そしてエネルギー輸送が支配的な慣性領域

ではエネルギースペクトルが波数の一5／3乗に比例す

る．ところが，2次元乱流ではエネルギーだけでなく

エンストロフィーという保存量が存在することに起因

して，エネルギーは高波数領域から低波数領域に逆カ

スケードし1），低波数領域から高波数領域にはエンス

トロフィーが輸送される．そしてこのエンストロフ

ィーカスケード領域にはエネルギースペクトルが波数

の一3乗に比例する慣性領域が存在する．

 2次元的な運動の例としては，地球の大気や海洋の

大規模運動がある．これらの運動は回転や成層の効果

によって鉛直方向の運動が著しく抑えられ，水平方向

の2次元的な様相を示すのである．実際，大気の大規

模運動のエネルギースペクトルには波数の一3乗に比

例する領域が見られ2）・3）・4），このスペクトルの形は2

次元乱流のエンストロフィーカスケード領域に対応す

るものとして説明されている．ただし，大気や海洋の

大規模運動では水平発散の効果が効いて，完全な2次

元ナビエーストークス方程式で記述されるというより

は，むしろ準地衡流渦位方程式でよく記述される．準
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地導流摂理方程式も，ほぼ2次元的な性質を持ってい

るが，ロスビー変形半径をパラメータに持つという点

で2次元ナビエ・ストークス方程式と異なっている．

準地墨流群羊方程式で記述される乱流でもエンストロ

フィーが保存するので，エネルギーアップワードカス

ケードが起こるなど大枠としては2次元乱流と同様の

振舞いをする．しかし，エネルギーアップワードカス

ケードの速さが遅くなるなど，様々な点で違いが見ら

れる．

 有限のロスビー変形半径を考慮した地衡流乱流の研

究にWatanabe et al．（1997，1998）5）・6）がある．（以下

WFI97， WIF98と略記する．）次将に詳しい理論の説

明を行なうが，それらの研究では準地衡流渦位方程式

で記述される乱流のエネルギースペクトルが従う幕乗

則をスケーリング理論と数値計算によって求めている

彼らの理論では，全エネルギーの減少のしかたがどの

程度かという情報を必要とするが，その値として数値

計算の結果を用いている。他の部分は理論的に議論を

展開しているのに対して，この部分だけは半経験的に

数値が決められているのである．そこで，全エネル

ギーの減衰率は理論的に求めることはできないだろう

かということが問題となってくる．

 さらに重要なことに，彼らの数値実験ではエンスト

ロフィーカスケード領域でのエネルギースペクトルが

理論的に予想されるスペクトルと異なってしまってい

る．そもそも彼らの数値実験で得られたエネルギース

ペクトルの形は正確なものなのであろうかという疑問

も浮かんでくる．          ・
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 このような観点から，本研究ではWIF98の理論で

未解決になっている全エネルギーの時間変化に関する

考察を行なって，スケーリング則に対してどのような

影響を与えるのかを調べた．

2．地三流乱流のスケーリング則

 大気や海洋の大規模な流れを記述する準地衡拠標度

方程式

蕩（吻一細＋ノ（ψ・吻一・ （1）

を考える．ここでψは流線関数，λはロスビー変形

半径の逆数を表す．この節ではこの方程式で記述され

る準地門流乱流のスケーリング則のうち，後の議論で

必要な部分をまとめる．詳しい議論はWFI97， WIF98

を参照のこと．

 まず，エネルギーカスケード領域におけるエネル

ギースペクトルは

一｛
      
ノ～2ん一一3一ε百， for 1ヒ《λ

    
ん一吾「ε吾「， forん》λ

（2）

となる．一方，エンストロフィーカスケード領域にお

けるエネルギースペクトルのスケーリング則は

一｛
    λ2ん一5η百，forん《λ

   
ん一3η百，forκ》λ

（3）

れているため，エネルギーは少しずつ減衰していく．

そこで，彼らはエネルギーの粘性散逸を考慮に入れて

次のような補正理論も示した．もし全エネルギーが，

E～∫一θ （6）

の形で減衰するとすると，このEを（4），（5）に代入

することによって，エネルギースペクトルのピーク位

置砺⑳とそこでのスペクトルの値E受傷は少し修正

され，

   ヨ     
κ“鷹～λτ’一T

    ヨ     
E初α必～λ一τ’T

（7）

（8）

となる．WIF98ではθ＝0．05の値を代入すると（7），

（8）で表される砺。。，、磁。。の振舞いが，数値計算の

結果をよく表すことを示した．では，このθの値を

どのようにして決めるかが問題になるが，WIF98で

は実際に数値計算した結果から全エネルギーがどの程

度減少したかを読みとるという方法をとっているので

ある．

3．数値計算
 まずこの節では，数値計算を行なった結果を示す．

（1）に小さな粘性項を付け加えた準地衡流渦度方程式

蕩（吻一罪＋ノ（ψ，剛

       ＝レ（一1）♪＋172（ρ＋1）ψ， （9）

である．

 最初にエネルギーを与えた減衰性乱流の場合，ん《λ

において，渦の特徴的な波数編。。の時間変化は

    ユ ヨ  ユ砺σ∬～E『喜λτ’て
（4）

のように時間の一1／4乗に比例して波数が小さくなっ

ていく．また，エネルギースペクトルのピーク位置で

のスペクトルの値E卿儂は

E解。ドE暑λ一腸 （5）

を数値積分する．

 数値計算には非線形項を実空間で計算する擬スペク

トル法を用い，切断波数は85×85，変換格子は256×

256とする．散逸項はρ＝2の超粘性を用い，超粘性

係数はレ＝3．0×10－8とする．システムの領域は周

期境界条件を持つ2π×2πで，ロスビー変形半径の

逆数はλ＝40とする．与える初期擾乱はエネルギー

スペクトルが

     ん30
E（ん）～

    （ん＋紛60

（10）

の形を持ち，絶対値は

となる．彼らは数値計算の結果を理論と比較し，かな

り良い一致が見られたと結論づけたが，まだ若干のず

れも見られた．

 これらの理論は粘性散逸が十分に小さいとして導い

てきた．理想的には全エネルギーEはよく保存する

はずであるが，実際の数値計算では小さな散逸項を入

E一
轤d（κ）4H．5 （11）

となるようにした．この（10）の関数形はん＝膨に鋭

いピークを持つエネルギースペクトルを表す．実際に

は初期のエネルギーピーク位置を砺＝50とし，各波
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region is Proportional to左一6．
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Fig．2  The time evolution of total energy．

   decreases in proportion to’一〇’05．

100．0

The total energy

数成分の位相は乱数で与えた．以上の条件はWIF98

の計算とほぼ同じ条件である．

 計算結果をFig．1，2に示す． Fig．1はエネルギー

スペクトルの時間変化を示しているが，一6の傾きを

保ったままスペクトルのピークの位置が低波数側に移

動している．また，この時の全エネルギーはFig．2

のようになる．θの値は0．05に近く，WIF98の結果

が再現されている．

4．高波数域へのエネルギー輸送から見たエ

  ネル十一散逸量の見積り

 さて，WIF98ではθの値を半経験的に定めていた

のであるが，本研究ではこれを理論的に見積もりたい．

k） E－dE
i’

dE

塩aズdkmax蝿 k
               dissipate

Fig．3  Energy transport and energy dissipation assumed

    in the theory in this study． The major part of the

    energy shifts to the small wavenumber region，while

    asmall amount is transported to the large wave・

    number region so that both energy and enstrophy

    are conserved． The energy transported to the
    large wavenumber region is dissipated under the

    influence of hyperviscosity．

そのために，この系においてエネルギーがどのように

散逸するかについて考察する．2次元乱流や地回流乱

流において，エネルギーは全て高波数域から低波数側

に逆カスケードすることを前提にして議論を進めてき

た．しかし，エネルギーとエンストロフィーの両方が

保存するという制約からは，「エネルギーが低波数側

に輸送されると，それとつり合うためにはたとえわず

かであっても高波数側へのエネルギー輸送も起こる．」

ということが導かれる7）．高波一側に輸送されたエネ

ルギーは粘性の影響を大きく受けて散逸されるであろ

うから，この高波数側に輸送されたエネルギーが全エ

ネルギーの散逸になるとする仮定が（Fig．3），これ

からの議論の出発点である．

 高波数側に輸送されたエネルギーが散逸する波数を

κ，とすると，エネルギー輸送の前後でエネルギーと

エンストロフィーが変化しない条件より

砺。ぼE＝（ん解σ」σ一砒翅α∬）2（E－4E）＋ん劣4E

となるから，Eが満たす微分方程式

 6E   2κ“3πE

 4砺⑬ 砺一砺。灘
（12）
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Fig．4  The relation between the square of the characteris－

   tic wavenumberん易αand the total energy E． The

   E－axis is logarithmically scaled． The linear reia－

   tion， which indicates the proportionality between

   ん銑。躍and log E， shows that the theoretically de－

   rived relation（13）is an adequate estimation of E．

具体的な数値としてE＝0．2，λ＝40，’＝20，んη＝45

とすると（以上の値では数値計算の結果を用いた．）

θ～0．02．

あるいは数値計算を行なう前から条件として与えられ

ている数値E＝0．5，λ＝40，’ニ20，編＝85を用

いると

θ～0．Ol．

を得る．砺》砺。。の場合には

4E  2砺儂E
4砺σぼ 醐

と近似されるから微分方程式は解けて

E…P（砺。。砺）
（13）

となる．数値計算の結果を用いて，嶋。。とlogEの

関係をFig．4に示した．グラフがほぼ直線にのって

いることは（13）式の妥当性を示している，（13）式は

Eを砺儂の関数として表しているが，その砺⑳に

（4）を代入することによってEを時間の関数として

表すこともできる．全エネルギーの減少率4E／4’は

・ 4E      dE
E・≡一?u＝

4ん＿・4h一一÷緩溺んヂ
              （14）

このようにして解析的に求めた全エネルギーの散逸率

は数値計算の結果から推定したθ＝0．05という値と

ファクターまでは一致しなかったが，同じオーダーの

値を与えた．

5．粘性率から見たエネルギー散逸量の見積り

 前節では，エネルギーとエンストロフィーの保存か

ら高波数側に輸送されるエネルギーを見積り，それか

らこの系でめ全エネルギーの散逸量を見積もった。一

方，実際に数値積分する基礎方程式（9）に明示されて

いる散逸の形から，もしエネルギースペクトルの形が

わかれば直接エネルギーの散逸量を計算することもで

きる．つまり，（5）を積分してエネルギー方程式を導

くと，

誓一一2・∫鍔鉾（顯 （16）

となる．

 一方WIF98の理論を用いれば，エネルギースペク

トルの形も予想できる．すなわち，砺。。＜んくλの

範囲ではE（ん）はん一5に比例するので，（4），（5）を用

いて

E（ん）＝ん一・E脚鵡バ曲・’一・ん一・

となり，特にん＝λとして

（17）

となる．

 さて，このようにして求めたEの形を見ると，も

はやこれは時間の幕乗の形では表されるものではない．

そのため単純に一つのパラメータθを用いてE～’一θ

と表現するのは不適当である．しかし，各時刻におけ

るθに対応する量を一410gE／410g’で評価するこ

とはできる．（ユ3）と（4）を用いて，

θ一一 ?鼈齔縺E誓一÷E嫡壱んヂ・

                   （15）

E（λ）～E壱λ一2’一・ （18）

を得る．さらにん〉λの範囲ではE（ん）はん一3に比

例するので（18）を用いて，

E（κ）＝ん一3E（λ）λ3～E歓’一・ん一3 （19）

となる．

 エネルギー散逸は主に高波数側で起こるので，（16）

式のE（ん）に（19）を代入して，



平成11年 九州大学大学院総合理工学研究科報告  第21巻第3号 一299一

画≡誓一一・融が （20）

を得るのである．

 この．E占と（14）で導いたE、とは本来同じものにな

るはずなのであるが，実際に数値実験に用いた数値を

代入すると，E＝0．5，λ＝40，’＝100，んη＝80と

して

E。～一1×10－5

なのに対して，E＝0．5，λ＝40，’＝100，島＝80，

りニ3．0×10－8として

Eδ～一5×10－5

となる．つまり後者の方が大き過ぎることになり，与

えた超粘性率が大き過ぎることを示している．

 そこで最後に，超粘性が適当なものになるようレニ

1．o×lo－9として計算した結果をFig．5に示す．理

O．1E＋OO
T＝150．0

論で予想されるようにλより低波数側で波数の一5

乗に，高波数側で一3乗に比例するエネルギースペク

トルが再現された．

6． ま

O．1E－01

0．1E－02

O．1E－03

0．1E－04

O．1E－05

0．1E－06

O。1E。07

0．1E－08
   1．

一5

一3

Fig・5

                  0．O

The energy spectrum in case ofレニ1．0×10－9．

It is proportional toん一5 ifん〈λand toん一3 ifん〉λ，

which shows that this numerical experiment real－

ized the theoretically expected energy spectrum．

と め

 地衡流乱流において，エネルギーの大部分は低波数

側に逆カスケードされても，一部は高波数側に輸送さ

れるという仮定から，スケーリング則の理論の中で経

験：的に決定していたエネルギー散逸量を見積もった．

この議論によってWIF98では用いた超粘性係数が大

き過ぎたことを示し，適切な超粘性係数を用いて数値

計算をし直すことにより，理論的に予想されるエネル

ギースペクトルの形が得られることがわかった．

 粘性率を「適切に」選ぶという作業は実際にはシ

ミュレーションをした結果がうまくいくように試行錯

誤的に決めるのが通常であるのに対して，今回は非常

に簡単な系での大雑把な見積もりであるとはいえ，あ

らかじめ予想してその値を選べるようになったことに

なる．

 なお，本研究はもともと大気や海洋の大規模運動の

エネルギースペクトルを動機としてはじめたものであ

るが，露地極流渦位方程式と同じ構造の方程式が磁場

中の2次元運動を記述する方程式としても知られてい

る．そのため，塁上小流渦位方程式で記述される運動

の研究はこのような他分野での研究への応用も期待さ

れる．
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