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Schr6der圏 に お け る整 基 関 係 と関 係 シ ス テ ム

堀部久寿男*1古 澤仁**・ 河原康雄***

 Well-Founded Relations and Relational Systems in Schrader Categories 

           Kusuo HORIBE, Hitoshi FURUSAWA and Yasuo KAWAHARA 

                             (Received June 14, 2002)

Abstract: Labelled transition systems are generally recognised as an appropriate model for nondeter-

ministic computations. This paper presents a fundamental theory of well-founded relations and relational 

systems in Schroder categories. 
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1.は じ め に

ラベ ル 付 遷 移 シス テ ム は非 決 定 的 計 算 の 理論 的 なモ デ

ル で あ る と見 な され て い る.Castellani3)な ど多 くの論 文

で は遷 移 シス テ ム の理 論 を通 常 の 集合 論 に基 づ い て展 開

して い る.本 論 文 で は,こ れ らの遷 移 シス テム の基 礎 理 論

の 多 くが 関 係 計 算 の 枠 組 み で 十 分 に議 論 で き る こ と を

示 す.(関 係 計 算 と 関 係 集 合 論 に つ い て は 、Schmidt・

Str6hlein6)あ る い はKawahara4)を 参 照 の こ と.)こ こで

は,多 域 関係 計算 の代 数 的 な枠 組 み と して古典 論 理 に基づ

く集 合 論 に対 応 す るSchr6der圏 を採 用 す る.本 論 文 は

次 の よ う な 内 容 で 構 成 さ れ る.2節 で は,準 備 と して

Schr6der圏 の 定義 とその基 本 事項 につ い て述べ る.3節 で

は,遷 移 の無 限連 鎖 を もた ない整 基 関係 の 関係 論 的 な定 義

を与 え,そ の基 本 性 質 を示 す.4節 で は,関 係 シス テ ム,基

点 を付 加 した関係 シス テ ムお よび そ れ らの 間 の準 同型,合

同 関 係 に つ い て 述 べ,遷 移 関 数 が 整 基 で あ る 関 係 シ

ス テ ム 上 の 合 同 関 係 に 関 す る 凸 性 や 抽 象 準 同 型 の

Church-Rosser性 な どの興 味 あ る性 質 を示 す.最 後 の5節

で は,関 係 シス テム の 与 え られ た点 を基 点 とす る部分 シス

テ ム の構 成,お よび新 しい基 点 を添 加 す る前 置 構 成 を 与

え,そ れ らと抽 象 準 同型 の関 わ りを示す,

2.Schrδder圏

この節 で は,Schr6der圏 と呼 ばれ るプ ー ル 関係 圏 の 定

義 と基 礎 事 項 を 述 べ る.本 論 文 で は以 下 に 定 義 され る

Schr6der圏 にお け る対 象Xか ら対 象Yへ の射 α は部

分 矢 を 用 い て α:X-yと 記 す.ま た,射 α:X-Y

と射 β:Y-Zの 合 成 関係 を αβ:X-Zで 表 す.さ ら

に,対 象xの 恒等 射 はidxと 標 記 され る.
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定 義1Schr6der圏 の とは次の 条件 を満 たす 圏 で あ る.

D1.[完 備 プ ール 代 数]対 象X,yに 対 して,Xか らyへ

のす べ ての 射 か らな る射 集 合 の(X,yり は最 小射Oxy,最

大 射 ▽xyを もつ 完 備 プ ール 代 数 で あ る.そ の プ ール 代

数 の構 造 は次 の よ うに表 され る.

1)(X,y)=(の(X,y),⊆,],[,一,Oxy,▽XY).

D2.[反 転 関 係]対 象X,yに 対 し て,反 転 演 算

U:つ(X
,y)→ の(y,X)が あ り,反 転 公 式 を満 たす.す な

わ ち,射 α,α':X-y,β:Y-Zに 対 して,次 が 成 り

立 っ.

(a)(α β)tt=βn,,tt,

(b)(αU)#=α,

(・)α ⊆ α'⇒ αロ⊆ α'ロ.

D3.[Dedekind公 式]射 α:X-・Y,β:Y-Z,

7:X-zに 対 して,αβ[7⊆ α(β[cett7)が 成 り立 つ.

D4.[商 関係]射 β:Y-Z,7:X-Zに 対 して,商 関係

7÷ β:X-yが 存在 す る.商 関係7÷ β は,す べ て の射

α:X-yに 対 して,αβ ⊆ty⇔ α ⊆7÷ β を満 たす.□

以 下 で はSchr6der圏 の の 射 を関 係 と呼 ぶ.Schr6der

圏 に お い て はDedekind公 式 は,Schr6der同 値 と呼 ば

れ る 条 件 αβ ⊆ ッ ⇔ α病 一 ⊆ β一 ⇔ ツーβμ⊆ α一 と 同 等

で あ る.Schr6der圏 の の 関 係 ノ:X-yが 一 価 性

fttf⊆idYと 全 域 性idx⊆ff"を 満 た す と き,(全 域)関

数 と呼 ば れ,ノ:X→Yと 表 され る.ま た,Schr6der圏

の は単位 対 象 を もつ と仮定 す る.

D5.[単 位 対 象]Ou≠idi=▽IIか つ す べ て の 対 象x

に対 して ▽XI▽lx=▽xxを 満 たす 対 象1が 存 在 す る.

対 象1は 単位対 象 と呼 ばれ る.□

XをSchr6der圏Dの 対 象 とす る.関 数x:1→X

をXの 点 と 呼 び,記 号x∈Xで 表 す.点x∈Xは 非



零 で あ る.な ぜ な ら,も しx=◎lxな らxの 全 域 性 か

らidi⊆xx#=Oixx§;◎ π とな り,単 位 対 象1の 条 件

◎K≠idiに 反 す る.関 係 ρゴ ーXは,少 な く と も1つ

の 点 を含 む(す なわ ち,x⊆ ρで あ る点x:1→Xが 存在

す る)と き,非 空 と呼 ば れ る.ま た,そ うで な け れば,空 で

あ る と言 う.

補 題2関 係 α:X-y,点x∈X,y∈yに 対 し て,

y⊆xa⇔x#y⊆ α⇔ 謬⊆9♂ で あ る.

証 明,雪 ⊆ コ慶α ⇔ ♂ ㌢⊆ α を 示 せ ば 十 分 で あ る.ま ず,

y⊆xaと 仮 定 す る と謬 の 一 価 性 」じ㌦ ⊆idxか ら

xtty⊆ コじ㌦ α ⊆ αbyで あ る.逆 に,xtty⊆ α と仮 定 す る

と,xの 全域性 圭dl⊆ 灘♂ か らy⊆xx#y⊆5ぴ α で あ る.m

本論 文 で は,Schr6der圏 の は さ らに次 の点 公 理 を満 た

す とす る.

D6.[点 公 潤 非 零 関 係 α:X-Yに 対 して,y⊆ 澱 で

あ る点x∈X,yffyが 存 在 す る.ur

点 公 理D6の も と で は,関 係p:1-Xが 非 零

(ρ≠OiX)で あ る こ と と,非 空 で あ る こ と は同 値 で あ る.

さ らに,次 の基 礎 的 な事 実 が成 立 す る.

命題3関 係p:1-wX,α:X-Yに 対 して,点y∈y

がy⊆ ρα を満 たす な らば,x⊆pか つy⊆xcuを 満 たす

点x∈Xが 存在 す る.

証 明.ygρ α を 仮 定 す る と,ye・ynρ α ⊆(yαttMρ)α

な の で,〃♂[ρ は 非 零 で あ る、点 公 理D6に よ り

灘⊆ 蕨 営♂nρ)を 満 た す 点zz∈i,x∈Xが 存 在 す る.

1は 単 位 対 象 な の でu・id1で あ る.よ って 縄 ⊆A

¢⊆ 雪α鍵で あ る.の

3.整 基 関 係

以 下 で は,Schrδder圏IPは,公 理D1-D6を 満 た す

と仮 定 す る.ま ず,関 係 の無 限連 鎖 を もた な い整 基 関係 の

定 義 を述 べ る.

定 義4関 係 α:X-Xが 整 基 で あ る とは,す べ て の非

零 関 係p:1-Xに 対 して,x⊆ ρ かつXCknρ==◎lxを

満 た す点x∈Xが 存 在 す ると きであ る.ur

整 基 関係 につ いて 次 の基 本 的 な命 題 が成 り立 つ.

補 題5関 係 α,8:X-Xに 対 して,次 が成 り立 っ.

(a)α が整 基 かつ θ⊆ α な らば,θ も整 基 で あ る.

(b)α が 整基 な らば,α 口idx=・Oxxで あ る.

(c)α が 整 基 で あ り,8が 反 射 的 ・推 移 的 で θα ⊆ αθ

な ら ば,α8もi整 基 で あ る.

(d)α が 整 基 ⇔ α+瓢 臨>oαnが 整 基

証 明.(a)整 基 性 の 定 義 か ら 自 明 で あ る.(b)

▽ 」X(αrlidx)を 非 零 と仮 定 す る 。α は 整 基 で あ る か ら

x⊆ ▽lx(α[idx)か つ ωαrr▽lx(αnidx):Olxを1黄

た す 点x∈Xが 存 在 す る.よ っ て

x瓢 コじn▽ ∫x(αnidx)瓢x(α 欝idx)[Eli灘 α

と な りx⊆xαm▽fX(ormidx)ex◎fXを 得 る.し か し,

こ れ は 点 譜 が 非 零 で あ る こ と に 矛 盾 す る.よ っ て

αrridx=Oxxで あ る.(c)関 係 ρ:1-xを 非 零 と 仮

定 す る.θ の 反 射 性idx⊆ θ か ら ρ ⊆ ρ8#で あ る か ら

ρθ韓 も非 零 で あ る.よ っ て α の 整 基 性 に よ り ¢ ⊆ ρθ彗か

つxanρ8#=◎lxを 満 た す 点x∈Xが 存 在 す る.命 題

3か らy⊆ ρ か つm⊆y8#で あ る点y∈Xが あ る.し た

が っ て,補 題2か らy⊆xθ な の で

yα θnρ ⊆xθorθfip{y⊆xe}

⊆XdVθ θnρ{θ α[IIα θ}

⊆XdVθnρ{θ θ ⊆ θ}

⊆(xczmρ θti)θ{Dedekind公 式}

=Olx{xαmp8§ ニOxx}

で あ る.こ れ は αθ が 整 基 で あ る こ と を示 す.(d)α 率 が 整

基 で あ れ ば,α ⊆ α+で あ る か ち(の の 結 果 よ り α は 整 基

で あ る.逆 に,α を 整 基 と仮 定 す る.θ=・ α1(瓢 ロ喧o♂)

は 反 射 的 ・推 移 的 で,θ α ⊆ αθ← α+)で あ る.故 に,(c)

よ り α率 凱 αθ は 整 基 で あ る.O

関 係 α:Xr・yお よび 点r∈XrS∈Yに 対 して

α。,、認 α 一(r#rcr口cvsttε)

と定 義 す る.(差 関 係 は α 一 ♂=ornc¥'一 で 定 義 す る.)

補 題6関 係 α:X-Y,β:Y-・Zお よ び 点r奄X,

s∈Y,t∈Zに 対 し て

(α。,、u・㌔)(βs,t口8ttt)⊆(α β)r,t]rttt

が 成 り立 っ.

証 明.ra。,$=O,ew。,。s#・ ・◎,sβ 。,t=◎,β 。,漣=0は 明 ら

か.(例 え ばrCYr,s=Torr,sMrcygr(αr,。Mrnrc9)・ ◎ で

あ る.)よ っ て

(αr,sUrti$)(β.,tus#t)

=eWr ,。β。,tUdVr,。sUtUr#sβ 。,ttSr#sstit{分 配 律}

=αT ,sβs,turttt。

と な る 。ま た

αr,sβ。,t[rttrdVβ ⊆rti(rCVr,sβs,t「1Tα β)・0,

Ctr,sβs,t[orfitttt⊆(α 磐,8βs,♂ncvβt#)t:0

で あ る.故 に,α 。,。β。,t⊆(α β)r,tを 得 る.U



系7同 値 関 係 θ:X-Xと 点r∈Xに 対 し て,

θ'=θ 。,r〕rtirは 同 値 関 係 で あ り,θ ● ⊆ θ か つre●=r

を満 た す.

証 明.rθr,。=0か らrθ'=・rは 明 ら か で あ る.ま た,

rttr⊆idx⊆ θ か らidx[rttrθ=rttr,idx[θrttr=rttr

で あ る.よ っ て

idx一 γ・ttr=idx-{idx[(rttrθ]θrtir)}

=idx-(r#rθ 〕 θrttr)

⊆ θ一(γ μγθ]θ γ"γ)

=θr
,r

か らidx=(idx-rUr)Urttr⊆e。 ,。]rUr=θ ● で θ● の

反 射 性 が 示 さ れ る.対 称 性(θ ●ソ=θ'は 自 明 で あ ろ う.

推 移 性 は補 題6に よ り θ●θ●⊆(θ θ)●=θ ● と示 され る.

口

4.関 係 シ ス テ ム

この節 で は,Aを ラベ ル(あ るい は,動 作)の 集 合 とす る.

また,Aは 特 別 の ラベル7∈Aを もつ と仮定 す る.

定 義8(A一 関係)シ ステ ム とは,Aで ラベル 付 け られ た 関

係 の族(δ。:X-.X;α ∈A)の こ とで あ る.こ の とき,対

象Xは 状 態 対 象,δ。 は遷 移 関係 と呼 ば れ る.2つ の シ ス

テ ム

(δα:X-X;α ∈A)と(β α:y-y;α ∈.A)

に対 して,関 数 ノ:X→Yが,す べ て の α∈Aに 対 して,

ノβα=δ α∫ を満 たす と き,シ ス テ ム準 同型 と呼 ば れ る.ロ

関係 シ ス テ ム と準 同 型 は 圏 を形 成 す る.こ の よ う な関

係 シス テ ム は,余 代 数 と しての側 面 も もつ.非 整基 集 合 論

(ZF+AFA)に お いて は,余 代 数 の 圏 は終 対 象 を もつ こ と

が 知 られ て い る1),2).河 原 ・森5)は 通 常のZF集 合論 にお

いて,遷 移 の分 岐 が(無 限で もよい)あ る1つ の集 合 の基 数

を超 えな い 関係 シ ス テム の 圏 も終 対 象 を もつ こ とを示 し

てい る.

記 号 シス テ ム(δα:X-X;α ∈A)に 対 して,次 の よ う

な 記号 を用 い る.

(a)δ=]。 ∈Aδ。,(b)δ*=Un≧ 。δn,(・)δ+=Un>。 δn,

(d)δ3=δ 享δ.δ享(α≠7),δ9=δ 李,(e)δo==L」 α∈Aδ9.□

上 記 の 記 法 を 用 い れ ば,関 係 式 δ*=idxLjδ δ*,

δ… δ6*,δ。⊆ δ8Eδ ・†1,δ⊆ δ・⊆ δ・,(δ・)㌔ δ・が 成

り立 つ.

†1以 後,断 りが な い 限 り,α は ラ ベ ル 集 合Aの 要 素 を表 し,

δα⊆ δ2⊆ δ*な ど の表 現(条 件)は,す べ て の α∈Aに 対 して,

その 条件 が 成 り立 つ こ とを意 味 す る.

基 点(付)シ ス テ ム とは,Xの1点r∈Xが 付 加 さ れ た

シ ス テ ム

(δα:X-7X;α ∈A,r)

でrδ*:=▽lxを 満 た す も の で あ る.以 後,シ ス テ ム は

(δα:X)と,基 点 シ ス テ ム は(δ 、:X,r)と 略 記 され る.

2つ の 基 点 シ ス テ ム(δ 、:X,r),(β 、:Y,s)に 対 して,関

数h:X→yがshU=rお よ びhβ8=δ3ん を 満 た す と

き,抽 象 準 同 型 と言 う.こ の 抽 象 準 同 型 は

h:(δ α:x,r)→(β α:Y,s)

と表 記 さ れ る.

補 題9基 点 シ ス テ ム の 抽 象 準 同 型

h:(δ α:X,r)→(β α:Y,s)

に対 して,次 が 成 り立 つ.

(a)ん β*=δ*ん,

(b)hは 全 射(htth=idy)で あ る,

(c)δ が 整 基 か つ β[idy=Oyγ な ら ば,β も整 基 で

あ る.

証 明.(a)抽 象 準 同 型 の 定 義 か らh(β 。)*=(δo)*hは 明 ら

か.ま た(δ 。)*=δ*で あ っ た の で んβ*=δ*ん で あ る.

(b)hの 一 価 性hUh⊆idyよ りrh=shtth⊆8で あ る か

らrh=8を 得 る.よ っ て(a)を 利 用 し て

▽lxh=rδ*ん ニrhβ*=8β*=▽IY.

し た が っ てhnh=idyと な りhは 全 射 で あ る.

(c)ま ずhβ ⊆ δ+hを 示 す.δ*=idx]δ+と(a)の 結 果

か ら んβ ⊆ んβ*=δ*ん=ん ロ δ+ん で あ る.し た が っ て

んβ=hβ[(ん 口 δ+h){hβ ⊆hL」 δ+h}

=ん(β[idY)](hβ[δ+ん){分 配 律}

⊆ δ+h.{β[idy=OYy}

次 に,β の 整 基 性 を 示 す た め 関 係 σ:1-Yを 非 零 と 仮

定 す る.ん の 全 射 性 か ら σ=σ が ん な の で σが は 非 零 で

あ る.補 題5(d)か ら δ+は 整 基 で あ る か らx⊆ σhttか っ

xδ+[σ ん茸==Olxを 満 た す 点x∈Xが 存 在 す る.よ っ て

ωんβ[σ ⊆ ωδ+ん[σ{ん β ⊆ δ+ん}

⊆@δ+「1σh#)ん{Dedekind公 式}

=o・xh{xδ+[σ んローo、x}

=Oly

で あ り、 か つxh⊆ σhtth=σ,xh∈Yで あ る か ら β の

整 基 性 が 示 さ れ た.口

基 点 シ ス テ ム(δ α:X,r)上 の 同 値 関 係 θ:X-Xが

rθ=rか つ θδ£ ⊆ δ3θ を 満 た す と き,(δ 。:X,r)上 の 合

同 関 係 で あ る と言 う.(こ の と き θδ*⊆ δ*θ に 注 意 何 故

な ら θδ。⊆ δ。θ よ り θ(δo)*⊆(δ 。)*θ で あ る か ら.)



命 題10θ:X-Xを 基 点 シ ス テ ム(δ 。:X,r)上 の 合

同 関 係 と す る.δ が 整 基 な らば,次 が 成 り立 つ.

(・)r6Lo、x,

(b)α ≠Tに 対 して,δ2は 整 基 で あ る,

(c)α ≠Tに 対 して,δ £[θ=Oxxで あ る.

証 明.ま ず,補 題5(d)か ら δ+は 整 基 的 で あ る.

(a)次 の 計 算 か ら明 らか.

rδ"=rδ*[rδtt{rδti⊆ ▽lx=rδ*}

⊆r(δ*δ[idx)δ ロ{Dedekind公 式}

=r(δ+[idx)δ#{δ*δ=δ+}

=Olx.{5(b):δ+[idx=Oxx}

(b)α ≠7に 対 して δ3⊆ δ+で あ る か ら補 題5(a)に よ り

δ2は 整 基 で あ る.(c)合 同 関 係 の 定 義 か ら θδ9⊆ δ9θ な

の で,(b)と 補 題5(c)か ら α ≠ 丁 に 対 し て δ3eは 整 基

で あ る.よ っ て,補 題5(b)か ら δ9θ[idx=Olxと な り

δ£[θ ⊆(δ2e#[idx)θ ニOlxを 得 る.ロ

補 題11θ:X-Xを 基 点 シ ス テ ム(δ 。:X,r)上 の 合

同 関 係 とす る.δ が 整 基 な ら ば,次 の6つ の 条 件 は 同 値 で

あ る.

(・)θ δ≠ ⊆ δ≠θ(θ δ。 ⊆ δ才θ),

(b)θ δ+⊆ δ+θ(θ δ⊆ δ+θ),

(c)δ+θ は 整 基,

(d)δ+[θ=Oxx,

(e)6[θ=Oxx,

(f)δT[θ=Oxx.

証 明.(a)⇒(b)α ≠ 丁 に 対 し て,θ δ、 ⊆ θδ8⊆ δ8θ⊆ δ+θ

を 注 意 す る.ま た(a)か ら θδ7⊆ δ才θ⊆ δ+θ と な る.

よ っ て θδ⊆6+θ.(b)⇒(c)補 題5(d)か ら δ+は 整 基 で

あ る か ら 条 件(c)は 補 題5(c)か ら 従 う.(c)⇒(d)補 題

5(b)か ら δ+θ[idx=Oxx.故 に

δ+[θ ⊆(δ+θtt[idx)θ=Oxx.

(d)⇒(e)⇒(f)こ れ は δ.⊆ δ⊆ δ+か ら 明 ら か.(f)⇒(a)

合 同 関 係 の 定 義 よ りeδ9⊆ δ9θ で あ るか ら

θδ7⊆ θδ享⊆ δ李θ=θ]δ ≠θ

に 注 意 す る.(f)を 仮 定 す る と

θδr[θ ⊆ θ(δア[θttθ)=θ(δ ア[θ)=Oxx

か つ

eδア=eδ.[(θ]δ 才θ)=(θ δ.[θ)口(θ δ↑[δ≠θ)⊆ δ才θ.

口

定 理12θ:X-Xを 基 点 シス テム(δ。:X,r)上 の合

同関係 とす る と,次 が成 り立つ.

(a)基 点 シ ス テ ム(β α:Y,s)と 抽 象 準 同 型

h:(δa:X,r)→(β α:Y,s)が 存 在 して θ=hhttお

よび β、=が δ、ん を満 たす.(べ き共役 性 を仮 定)

(b)δ が整 基 かつ δ.[θ=0な らば,β も整基 で あ る.

証 明.(a)べ き共 役 性 か ら同 値 関 係 θ に対 して,商 対 象y

と 全 射h:X→Yが 存 在 し て θ=hhttを 満 た す 。 そ

こ で βα=h#δah:y_yお よ びsニrhと 定 義 す る.

shtt=rhhU=rθ ニrは 明 ら か.δah⊆hhUδ αh=ん β、 か

ら δ夢ん ⊆ んβ手 で α ≠ 丁 に対 して は

δ£ん=δ;δaδ 学h⊆hβ 歩βa¢=hβ3

で あ る.一 方,ん βα ⊆ δ3hで あ る こ と が

hβαニhhttδah=θ δαh⊆ θδ£h⊆ δ£θhニ δ3h

に よ り 示 さ れ る.特 に んβ。 ⊆ δ訪 で あ り,こ れ よ り

h¢ ⊆ δ瓢 で あ る.し た が っ て,α ≠7に 対 して

んβ£=ん β孝βαβ李{β £=β 肇βαβ学}

⊆ δ享hβα¢{ん β李 ⊆6芋h}

⊆ δ;δ£んβ李{ん βα ⊆ δ£ん}

⊆ δ手δ£δ孝ん{ん β孝 ⊆ δ孝ん}

=δ2h.{δ2=δ 李δaδ孝}

故 にhβ3=δ 肺 が 得 られ た.さ ら に δ*=(δ 。)*で あ っ た

か ら んβ*=δ*ん とな り,ん の 全 射 性 か ら

8β*=rhβ*=rδ*hニ ▽ixh=▽ly

こ れ で(β 、:Y,s)が 基 点 シ ス テ ム で あ り,hは 抽 象 準 同

型 で あ る こ と が 示 さ れ た.(b)補 題9(c)の 結 果 よ り

β[idYニoを 示 せ ば 十 分 で あ る.補 題11か ら δ[θ=o

な の で

β[idy=h#δh[idy{β=hUδh}

⊆h#(δ[hhtt)h{Dedekind公 式}

=ん"(δ[θ)ん{硫 目=θ}

=OYY{δ[θ=Oxx}

で あ る.口

定 理13(凸 性)θ:X-Xを 基 点 シ ス テ ム(δ α:X,r)

上 の 合 同 関 係 と す る.δ が 整 基 か つ δr[θ=0な ら ば,

δ*[δ ホ吻[θ が 成 り立 つ.

証 明.δ が 整 基 か つ δ。[θ=0な の で,補 題11か ら δ+θ

は 整 基 か つ δ+[θ=0で あ る.よ っ て

δ*[δ*営 θ=δ*[(idxL」 δ+)tiθ{6*・=idx〕 δ+}

=(δ*[θ)](6*[6+"θ){分 配 律}

⊆ θ]δ+#(δ+δ*[θ){Dedekind公 式}

=θ]δ+#(δ+[θ){δ+δ*==δ+}

=θ.{δ+[θ=Oxx}

口

定 理14(Church-Rosser性)θ1,θ2:X-Xが 基 点

シ ス テ ム(δ 。:X,r)上 の 合 同 関 係 な ら ば,(θ1〕 θ2)*も

(δ。:X,r)上 の 合 同 関 係 で あ る,

証 明.(θ1]θ2)*が 同 値 関 係 で あ る こ と は 明 ら か.

r(θ1]θ2)*=rか つ(θ1L」 θ2)*δ9⊆ δ9(θ1]θ2)*も 帰 納



法 に よ り容 易 に検 証 で き る.口

命 題15基 点 シ ス テ ム(δ 。:X,r)に お い て δ を 整 基 と

す る.同 値 関 係 θ:X-Xが 条 件 θδ3⊆ δ£θ を満 た す な

らば,θ ●=θ 。,rUrttrは(δ 、:X,r)上 の 合 同 関 係 で あ る.

証 明.系7か ら θ● は 同 値 関 係 で θ●⊆ θ,rθ●=rで あ る.

θ●δ9⊆ θδ9⊆ δ3eと θ=θ ●Ur#rθUrttrθ か ら

θ●δ3=θ ●δ8[δ3θ

=θ ●δ9[δ2(θ ●]rttre]θrttr)

⊆ δ2e●L」(θ●δ9[δ £rtire)](θ ●δ9[δ3θT#T)

⊆ δ2θ●](θ ●δ:[δ £rttrθ)口(θ ・δ£rU[δ3θ γロ)r

で あ る.α ≠ ア の 場 合,命 題10(a)か ら δrtt=0な の で

δ2rtt⊆ δ+rtt=δ*δrtt;0と な り θ●δ2⊆ δ3θ● を得 る.

次 に α=丁 の 場 合 は

θ●δ歩[δ 李rttre=θ ●δ享[r#rθ{δ+rロ=Oxx}

⊆rti(rθ ●δ李[re){Dedekind公 式}

=rUr(6李[θ){rθ ●=r}

⊆ δ李{rttr⊆idx}

⊆ δ亭e●{idx⊆ θ.}

お よ び

(θ●δ孝rtt[δ 手θrtt)r⊆ θ・δ;rnr

=θ ●・"・{δ+・LOx、}

=rttr{rθ ●=r}

⊆ δ李θ●{rttr⊆idx⊆ δ手e●}

か ら θ●δ李⊆ δ手θ●が 成 り立 つ.ロ

5.関 係 シ ス テ ム の 構 成

(δα:X,r)を 基 点 シ ス テ ム,x:1→XをXの 点 と

す る.Schr6der圏 の 有 理 性 を 仮 定 す る と,対 象Xlxと

単 射m:Xlx→Xが 存 在 し て ▽IXIxM=xδ*を 満

た す.こ の と き,基 点 シ ス テ ム((δ1x)a:Xlx,rlx)を

(δ1X)、=mδ αmtt,rlx=xmttに よ り定 義 す る.ま ず

x⊆xδ*=▽IXIxm,

▽lxlxmδ α=xδ*δ α ⊆xδ*=▽IXIxm

に 注 意 す る と,x=xmttmと(δ1x)αm=mδ 、 が 得 ら れ

る.し た が っ て

(rlx)#(rlx)=mxttxmtt⊆mmtt=idxlx,

(rlx)(rlx)#=xmUmx#=xxtt=idl

か ら,rlxは 実 際 にXlxの 点 で あ り(rlx)m=xを 満

た す.ま た,次 の 計 算 か ら(rlx)(δ1x)*=▽IXIxで あ り

((δ1x)。:Xlx,rlx)は 本 当 に 基 点 シ ス テ ム で あ る.

(rlx)(δ1x)*=(rlx)(δ1x)*mmロ{(δ1x)*=(δ1x)*mmtt}

=(rlx)mδ*mn{(δlx)*m=mδ*}

=xδ*mU{(rlx)m=xδ*}

=▽IXIxmmU{xδ*=▽IXIxM}

=▽ 、Xl、,.{▽,Xl。mmμ 一 ▽ 、Xl、,}

命 題16抽 象 準 同 型

h:(δ α:x,r)→(β α:Y,s)

とy=xhを 満 た す 点x∈X,y∈Yに 対 し て,関 係

h'=mhnn:Xlx→ylyは 関 数 で あ り(rlx)h'=slyか

つ(δ1x)2h'=h'(β1y)2を 満 た す.さ ら に,x=yhttな ら

ば,sly=(rlx)h'Uか つh'は 抽 象 準 同 型

ん':(δ αIx:Xlx,rlx)→(βaly:yly,slY)

を 与 え る.(こ こ に,n:yly→Yは ▽ylyn=yβ*を 満

た す 単 射 で あ る.)

証 明 。補 題9(a)か ら α*h=hβ*な の で

▽xtxmh=xα*ん=xhβ*=yβ*=▽ylyn

か らmh=mhnttnを 得 る.ま た

h'nh'-nhnmttmhnU⊆nn#-idyl、,

h'h'u-mhnUnhttmU-mhhnmn⊇idXlx

か ら確 か に ん'は 関 数 で あ る.し た が っ て

h'n=mん γL茸γL[mh

か らh'n=mhで あ る.よ っ て

(rlx)ん'=(rlx)mhntt=xhntt=yntt=sly

か つ

(ψ)2h'=(c・1x):mhnU{ん'=mhntt}

=mδ £hnU{(c・1x)Zm=mδ:}

=mhβ3ntt{δ3h=hβ8}

=ん'π β£η茸{mん=ん'n}

=ん'(β1y)2{π β3πロ=(β1y)呂}

が 成 り立 つ.さ ら に,ω=〃 が な ら ば

(slY)h'ti=yn#nhttmtt=yh#mμ=xmU=rlx

で あ り ん'は 抽 象 準 同 型 で あ る.口

Schr6der圏 が 関 係 余 積 を もつ と仮 定 す れ ば,基 点 シ ス

テ ム(β α:Y,s)と ラ ベ ル μ ∈.4に 対 して,基 点 シ ス テ ム

μ.Y=((μ.β)α:μ.Y,⊥Y)

が 構 成 さ れ る.た だ し,μ.yはYと 単 位 対 象1の 関

係 余 積(=Y+1),iY:Y→ μ.Yと ⊥Y:1→ μ.yは

関 係 余 積 の 包 含 単 射 で 毎 夷=idy,⊥Y⊥ ㌻=idl,

iY⊥ 影=OYIお よ び 夷 毎]⊥ 事⊥y=idμ.yを 満 た す.ま

た,(μ.β)α=i㌻ βαiy(α ≠ μ),(μ.β)μ=(⊥ ㌻8口 磯 βμ)iY

と定 義 す る.μ.β=(⊥ ㌻8口 鑑 β)iYか ら

(μ.β)n+1=(⊥ ㌻s目i事 β)βniY(n≧0),

(μ.β)*=idy+Iu(⊥ ㌻s[」 乞影β)β*iY



が 成 り立 っ.さ ら に

⊥y(μ.β)*=⊥Y]sβ*iy=⊥YU▽IYiY

=▽ 、μ.Y⊥ ㌻⊥y]▽ ・μ.Y心y-▽ 、μ.Y

か ら μ.Y=((μ.β)α:μ.Y,⊥y)は 確 か に 基 点 シ ス テ ム で

あ る.ま たiY(μ.β)α==βaiy,⊥Y(μ.β)μ=siYが 成 り立

つ.μ.yは 基 点 シ ス テ ムY=(β 、:Y,s)の μ に よ る 前 置

構 成 と呼 ば れ る,

次 の 定 理 は,抽 象 準 同 型 と前 置 構 成 μ.yの 関 係 を 示 す.

定 理17基 点 シ ス テ ム(6、:X,r),(β α:Y,s)に お い て

δ,β は そ れ ぞ れ 整 基 と す る.関 数k:X→Yが 条 件

rk=(r-[skti)k,kβ9=δ2kを 満 た す な ら ば,抽 象 準 同

型h:(δ α:X,r)→ ア.Yが 存 在 す る.

証 明.Schr6der圏 の 有 理 性 の 仮 定 か ら,単 射 」:X'→X

で ▽1xヴ=r一 を 満 た す も の が 存 在 す る.こ の と

き ガ ロ=idlx',ブ 拶=Ox'x,rUr]ゴ%=idxは 明 ら か.

関 数h:X→zyを ん=rti⊥yロ ブ%勉yに よ り 定 義

す る.iY(丁.β)α=β αiy,⊥Y(ア.β)丁=siyで あ っ た の で,

iy(丁.β)享=β 彰yか つ ⊥y(T.β)≠=⊥Y(τ.β)τ(丁.β)掌=

siy(τ.β 井=s¢iy=rk¢iy.故 に

ん(7-.β)李=(rU⊥Y]ブ 廿ゴ短Y)(T.β)李

=rtt⊥YL」rtt⊥y(7 .β)≠ロ ゴロゴ腕 γ(7-.β)李

=r#⊥Y]rttrk¢iy]ゴ 目ゴ1¢β灘y

=rn⊥YU(rtiruブ#ゴ)kβ 芋iy

=rU⊥Y]た β彰y

=rtt⊥Y]δ¥kiy .

一 方
,δ は 整 基 な の で6才 弾=0で あ る か ら

δ¥ん=δ;(rttt]ゴ 腕Y)

=(idx〕 δ≠)rttt]δ 享ゴロブ短y

可 ロ⊥γ ロ δ享ゴ封ブ緬 γ.

少 な く と も1つ は τ で な い ラ ベ ル の 列 α1,…,αn∈A

に 対 す る 遷 移 関 係 の 合 成 δ。、… δ。、 の 上 限(和)を 砺

と表 す と δ*=6学uδwで あ る.kの 条 件kβ £=δ 髄 と

β£ ⊆ β+(α ≠ γ)か ら δωた⊆ 硯 κ=た β島 ⊆ たβ+が 成 り

立 っ.r-[skn⊆ ▽ ∫xヴ よ りr-[sktt=(r-[訥 リブ茸ブ

で あ る か ら

rk=(r-[skU)k=(r-[sktt)ゴ"ゴ た ⊆rδ*ゴ 茸ゴん

か つ

rk=rk[rδ*ゴuブ 海{rk⊆rδ*ゴ 官ゴk}

=rk[r(δ 詳〕 δω)ゴ廿ゴん{δ*=δ 孝]δ ω}

⊆Tδ 李ヂ ゴんUr(k[δwk){ヂ ゴ ⊆idx'}

⊆ γ6李ゴ封ゴκ口rk(idy[β+){δwk⊆kβ+}

=γ δ李ゴロゴた,{idY[β+=OYY}

よ っ て δ斯%た ⊆ δ李弾 γδ診%ん ⊆ δ掌δ診 ㌧ た・=δ李ヂ ゴた か ら

δ;k=δ 享(rUr]ゴ 葺.ブ)k=δ 李rttrkL」 δ手ゴ廿ゴ1じ=δ 孝ゴロゴた.

こ れ でh(ア.β)峯=δ 訪 が 示 さ れ た.最 後 に α≠Tに 対 し

て ん(γ.β)呂=δ 肺 を 検 証 す る.ま ず

ん(7-.β)a=(rtt⊥yロ ゴロゴ1認y)i;βaiy=ゴ"ゴ んβα琶y,

68h=δ3(r"⊥yロ ゴ腕y){ん=・ 廿⊥Y]ゴ 腕Y}

=δ2(rttr]ゴ 茸ゴ)kiy{δ+rtt=OXI}

=δ3kiy{rttrUゴ#ゴ=idx}

に 注 意 す る と

h(τ.β)a=h(7.β)李(7.β)α(7-.β)掌

=δ 李h(7'.β)α(r.β)李{ん(7.β)李=δ 李h}

=δ 享ゴ#ゴたβαiy(T.β)李{h(7 .β)α=ゴ ロゴんβαiY}

=δ 学kβαiy(7-.β)峯{δ 手ゴ茸ゴん==δ 享k}

=δ 李kβα¢iy{iY(T .β)T=fiTiY}

=kβ 尊βαβ#iy{δ 孚k=kβ 孚}

=た β£乞y

=δ3kiy{た β£=δ2k}

=δ2h{δ8腕Y=δ £h}

を 得 る.ロ

6.お わ り に

非 決 定 的 計 算 の 理 論 モ デ ル で あ る遷 移 シ ス テ ム と準 同

型 ・合 同 関 係 の 理 論 をSchr6der圏 に お け る 関 係 計 算 に 基

づ い て 展 開 し た.こ こ で 得 ら れ た主 要 な 結 果 は 遷 移 関 係 の

整 基 性 とい う,あ る意 味 で の 計 算 の 停 止 性 と い う強 い 仮 定

に基 づ い て い る.非 整 基 な シ ス テ ム の 理 論 に 関 す る 同 様 の

関 係 理 論 は 今 後 の 課 題 で あ る.
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