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BELS法,WIV法 お よ び2SLS法 の 関 連 に つ い て
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Abstract: BELS method is one of consistent estimation methods for unknown parameters of transfer 
functions. In this paper, we discuss the equivalence of BELS method , IV method and 2SLS method 
under cirtain condition. 
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1.は じ め に

雑 音 が あ る場 合 に伝 達 関 数 のパ ラ メー タ推 定 に,最 小

2乗(leastsquares:LS)法 を適 用 す る と,最 小2乗 推 定値

は漸 近 バ イ アス を持 ち一致 推 定 値 とは な らな い.そ こで,

漸 近 バ イ ア ス を推 定 しこれ を用 い て最 小2乗 推 定 値 の バ

イ ア ス 分 を 補 償 す る こ と に よ り一 致 推 定 値 を得 る 手

法 が 提 案 さ れ て い る1)'2)'6),8).BELS(bias-eliminated

LS)法 は この よ うな 手 法 の 一 つ で あ る が,最 近,文 献

3)～5),6),7)な どで,あ る条件 の もとで補 助 変数 法 の ク ラ

ス に属 す るこ とが示 されて い る.

筆 者 らは,こ れ らの 文 献 の 証 明 を含 む よ り一 般 的 な 設

定で,BELS法 と補 助 変数法 との 関連 を議 論 し,導 入 され

た補 助 変数 の 次 元mが シ ス テム の 次数nに 等 しい場 合,

BELS法 が補 助 変数 法 の ク ラス に属 す る事 を示 した9).ま

た,こ の場 合漸 近 バ イア スの推 定 の た め に導 入 され た 行

列 が,推 定精 度 に全 く影 響 を与 え な いこ とを指 摘 した.

本 稿 で は,重 み つ き補 助 変 数(weightedinstrumental

variable:WIV)法 と2段 階 最 小2乗(two-stageLS:

2SLS)法 の それ ぞ れ の 重 み行 列 を適 当 に選 ぶ こ とに よ り,

m>nの 場合 にお いて,BELS法,WIV法 お よび2SLS法

の 三つ の 手法 が 同 じク ラス に属 す る事 を示 す.

2.問 題 の 設 定

次 の一 入 カー 出 力線 形離散 時 間 シス テム を考 え る.

A(q-1)y(k)=B(q-1)u(k)+v(k)(1)

た だ し,u(k)は 入 力,y(k)は 出 力 で,q-1は

q一㌔(k);u(k-i)な る 遅 延 演 算 子 で あ り,A(ヅ1),

B(q-1)は
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A(一lq)-1+・ 、q-1+…+・ 。q-Tt

B(q-1)=biq-1+…+bnq-'n

と 定 義 さ れ るq-1の 多項 式 で あ る,ま たu(k),v(k)は

互 い に 統 計 的 に 独 立 で 有 限 の 分 散 を持 つ 平 均 値0の 定 常 確

率 過 程 で あ る.こ こ で,ベ ク トル を

θ 一[・ 、a、...・,,.blb、_b。 月T

y(k)-Mκ 一1M鳶 一2)...y(k-・,)]T

ψ)一[u(k-1)・L(k-2)...・ ・(k-71.)]T

P(k)T=[-y(k)TIL(k)T]

と 置 く と,式(1)は

y(k)==P(k)Te+・(k)(2)

ム

と書 け る.θ の最 小2乗 推 定 値 θLsは

砿 一(NΣP(伽(k)T
h=1)　 '書 岬)偉)

で 与 え られ,v(k)が 白色 雑 音過程 とい う特 別 の場 合 を除
ム

い て,θLSは 漸 近バ イア スhを 持 つ.

h一 ㌍ 轡 一θ一駕[6-]一(4)

た だ し

ガ
R。。一 鯉 誌 ΣP(k)P(k)T-E[P(k)P(k)T]

leNi

m一 鯉 め寿 Σ 〃(ん)v(k)-E[y(k)燗

k=1

で あ る.



3.BELS法

θ の… 致推 定 値 を得 るため に,ま ず次 の よ うなm次 元

ベ ク トル ζ(ん)を 導 入す る.

つ ぎ に,(2n+m)ベ ク トル 戸(k)を

と定義 し,(2n+m)x(2n+m)正 則 行列Mに よ って,

(2n+m)ベ ク トル θ,ψ(k)を

と定 義 して,(2)式 を次 の よう に書 き換 え る.

y(k)=ψ(k)Tb+v(k)(6)

バ

この とき,θ の最 小2乗 推 定値 θLSは

バ
o・s一 食」診 、,(7)

で あ り,(6)式 を代 入 して整 理 す る と

　

否・・一百+篤 診蜘

を得 る.こ こで

で あ る.行 列Mを

と分 割 す る と き,zTb=0で あ り,ま た仮 定 よ り

plimFψv=-Mim
N→oo

で あ るので,次 の 関係 を得 る.

したがってmの 一致推定値 命 として,m≧nの とき,

in-一(D'w・sb)"fiTWLszTδLS(8)

が 考 え られ る.こ こで,VVLsは 正 定値 重 み行 列 で あ り,

ム

m×n行 列Dは

D=zT倉 品M1

バ

で あ る.以 上 よ り,θ のBELS推 定値 θB肌sは

バ ム
∂B肌 ・一 百・・漉 品M・in(9)

の よ う に 得 られ,(5)式 の 関 係 か ら θのBELS推 定 値
ム
eBELSが ム

∂B肌s=(HTH)-1HTbBELS(10)

の よ う に求 め られ る.こ こ で(2n+m)×2n行 列Hは

H一ガ 囹

である.n+m次 元ベクトル η(k)を

η(k)一 圏(11)

と定 義 す る と,ψ(k)お よび 戸(k)の 定 義 か ら,(7)式 の最
う

小2乗 推定値 θLSは

5・s-一 編 臨+制M・z]`i…

の よ うに書 け る.こ こで

　ド ハダ

Fyy・kΣy(k)y(k),F・y・=kΣ η(k)y(k)

k=1紀=1

う

で あ る.一 方,(8)と(9)式 か らBELS推 定値 θBELSは

iBELS一 卜 倉評 ・(DTWLsD)一'fi'WLszT]∂LS

と書けるので

[1一 倉品M・(bTWLsD)}1・D'VVLszT]1祐 姦ハ4・-0

に注意すると

参BELS一 卜 駕 ↓M・(fiTWLsD)一'bTWLszT]瑞

・[筋 小 ・

ム
を得 る.し た が っ て,2n×n行 列0お よ び2n×(n+m)

ム

行列Kを

[∂ft]一(H'H)-1HT編M

ム
と定 義 す る と,(10)式 よ り θBELSは



5.B肌S法,WIV法,2SLS法 の 関 連

ム

と表 され る.こ こで,Fはm×(n+m)行 列 で あ り

で あ る.

4.WIV法 と2SLS法

(11)式 の η(k)に 対 して

と置 くと

が成 り立 つ・ た だ し(n+・)・(2n+m)行 列[∂ 司

は

で あ るの で,(2)式 よ り

ム

を得 る.こ こ で,(n+m)×2n行 列(7は

で あ る.

証 明

C,KDお よびFの 定 義 よ り

で あ る.し た が っ て,wr∬vを 正 定 値 行 列 と す る と き,
バ

m≧nの と き θ の 重 み つ き補 助 変 数(WIV)推 定 値 θWlv

が

∂w,V=(∂Tw、 。∂)-1∂Tw、 。命ηy

の よ う に 得 ら れ る.

ま た,行 列Y,U,冗 お よび ベ ク トルp,V

YT-[〃(1),y(2),…,〃(1>)],σT-[u(1),u(2),…,u(N)]

71fT-[η(1),η(2),…,η(N)]

p=[y(1),y(2)ヂ ・・,y(N)]ラv=[v(1),v(2),…,v(N)]

ム
と定義 す る と,2SLS推 定値 θ2SLSは

で あ り,こ の 行列 の逆 行 列 は

で と書 け る.こ れ よ り

で あ る.よ っ て,WIVは

た だ し,W2SLSは 正 定値 重 み行 列 で

こ こで

で あ る.



よ っ て 従 っ て

θBEL5=θWlv

が 成 り立 っ.
ム

ま た,θ2SLSは 次 の よ う に 書 け る,

で あ り

ただ し

よ り

で あ る.こ の式 か ら

従 って

を得 る.ま た

∂Tw}v∂=1_∂$-1∂T

で あ る こ とが 分 か る.以 上 よ り

を得 る.こ こで

ム
に 注 意 す る と,θ2SLSは

∂、。L5-(∂Tw、v∂)-1∂ 丁貼v倉 ηy

と な る.よ っ て

ム バ
θ2SLS=eWlv

が 成 り立 つ.(証 明 終 わ り)

6.シ ミ ュ レ ー シ ョ ン

シ ミ ュ レ ー シ ョ ン の 設 定

次 の シ ス テ ム に つ い て シ ミ ュ レ ー シ ョ ン を行 う.

y(k)-1.5y(k-1)十 〇.7y(k-2)

=1.Ou(k-1)十 〇.5u(k-2)十v(k)

た だ しv(k)は

v(た);e(k)-1。5e(k-1)十 〇.7e(k-2)

と す る,入 力u(k)は 分 散1の 正 規 乱 数 と し,e(k)は

白 色 雑 音 とす る.e(k)の 分 散 はSN比 が5と な る よ う

に 定 め て い る.ま た

すなわち

晩SL5=冗W}vπT

と選 び,n=2,m==3つ ま りm>nの と き に つ い て
ム ム ム

シ ミ ュ レ ー シ ョン を行 い,eBELS=θWlv=e2SLSと

な る こ と を確 認 す る.



シ ミュ レー シ ョンの 結果

 Table-1 Estimates of LS, BELS, WIV and 2SLS 

       method.

N al a2 bl b2 

LS7- 50 0.9988 -0.2177 0.9501 0.9554 

         500 1.0284 -0.2625 0.9757 0.9574 

         2000 1.0322 -0.2668 0.9907 0.9841 

BELSBELSM 50 1.4303 -0.6632 0.9196 0.5266 

         500 1.4595 -0.6360 0.9312 0.5224 

         2000 1.4952 -0.6999 0.9976 0.5294 

WIVIJ 50 1.4303 -0.6632 0.9196 0.5266 

         500 1.4595 -0.6360 0.9312 0.5224 

         2000 1.4952 -0.6999 0.9976 0.5294 

2SLS'{. ; 50 1.4303 -0.6632 0.9196 0.5266 

         500 1.4595 -0.6360 0.9312 0.5224 

         2000 1.4952 -0.6999 0.9976 0.5294 

True value1.5 -0.7 1.0 0.5

  Fig.1 I e - 9 112 versus N. 

LS: * , BELS: • , WIV: -I- , 2SLS: o

LS法,BELS法,WIV法 お よび2SLS法 に よ る推 定結

果 をTable-1に 示 して い る.Table-1に お い て,BELS

法,WIV法 お よび2SLS法 の推 定値 が す べ て 一 致 して い

る事 が確 認 で き る.ま た,Fig.1に お け る2乗 誤差 に 関

して も,同 じよ う にBELS法,WIV法 お よび2SLS法 は

一 致 して い る
.ま た,LS法 がバ イア スの影 響 で 一 致推 定

値 が 得 られ て い な いの に対 して,他 の 三 つ の 手法 は一 致

推 定値 が得 られて い る事 が確 認 で きる.

7.お わ り に

本 論 文 で は,BELS法,WIV法 お よび2SLS法 の 関連

に つ い て理 論 的 な証 明 を行 い,そ れ を シ ミュ レ ー シ ョン

に よ り確 認 した.シ ミュ レー シ ョン結 果 か ら も分 か る よ

うに,WIV法 と2SLS法 の そ れ ぞ れの 重 み 行列 を適 当 に

選 ん だ と き,BELS法,WIV法 お よび2SLS法 の 推 定 値

が すべ て一 致 す る.こ の こ とか ら,こ れ ら三 つ の 手法 は

同 じクラ ス に属 す るこ とが分 か る.
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