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篠 崎 喜 賢

〔1971．8．1 受付 〕

0.は じ め に

5次 以 上 の 代 数 方 程 式 の解 は 良 く知 られ てい る よ うに 数値 解 法

で近 似 的 に求 め る以 外 に 方 法 は な い.こ れ に つ い て は 末尾 の文 献 〔1〕,〔2〕,

〔3〕で述 べ た.

こ こで は代 数 方 程 式 に 限 らず,一 般 の方 程 式 を 〔1〕,〔2〕,〔3〕の 方 法 で解 く.つ ま り

問題Fを1変 数 の 関 数(非 線 型)と す る とき,方 程 式

F(κ)・-0

の根 を 逐 次 近似 法 で解 く こ と

で あ る.

tion)

(numerical solu-

一般に数値解法には大別 して2種 類ある.そ の一つは出発値を必要とせず根の比較

的良い近似値をみつけようとするもので,代表的な方法として 法,

法などがある.他 に出発値を適当に とり所要の根の精度を逐次改良し精度を高めてい

く方法があり,例 えば 法,法 などがある.

ここでは後者に属する一つの方法を与え,ま た 得られた反復式と既知の反復式との

関係についても考察する.つ まり

Newton-Raphson Regula-Falsi

Bernoulli Graeffe

1)反 復式を作る.(F(x)-Oの 所要の根aを 含む)

2)収 束条件をしらべる.(F(x)=-Oの 所要の根aを 含む)

3)上 の反復式と収束条件からF(x)-0の 所要の根aを 取 り除いた形で反復式と収

束条件を求める.

4)反 復の位数と収束の速さについてしらべる.

1.反 復式と収束条件(所 要の根を含む)

初期値 κ。を与え,第'近 似値xtと 所要の根aと をM:Nの 比に内分(外 分)す

る点 として第i+1近 似値x、.1を とれば次のような反復式



 M(xi)  a  +  N(x;)  xi  x
t _ M( .0+N(x;~(i =0, 1, 2, ......) ...... (1. 1)

を 得 る.こ の 反復 式 を変 形す れ ば,つ ぎの よ うに な る.

 N(x)  x
,+i—a M(x

,)+N(x,) (xi a) (i=0, 1, 2, ......). ...... (1. 2)

上の方法で得 られた近似値の系列

 {x7)  : xo, x1, x2, ......

が所要の根に収束す るための条件は,任 意の'〉'。 で,

  N(x,)  
 M(x,)  +N(x,) <1 ...... (1. 3)

とな るよ うな ∫。が 存 在 す る こ とで あ る.

2.反 復 式 と収 束 条 件(所 要 の根 を 含 まぬ)

非 線 型 方 程 式F(κ)-0の 近 似 した い 根(所 要 の 根)をaと す る.

P(X),G(κ)をaに 無 関 係 な 関数(F(a)と は関 係 す る)と し,次 の よ うにM(ｘ),

N(κ)を きめ る.

M(x)= P(x)

(n 0, 1, 2, ......) ......(2. 1)

N(x)_—P(x)-~---Q (x)           (
x—a)n(x— a)

この とき反 復 式(1.1)を 変 形 して 次 の 結 果 が 得 られ る.

結 果1.反 復 式 は 次 の よ うに な る:

 -  P(xj)  +  xi•  Q(x 1) xi +1Q(x
,)

=(
x)(1-0, 1, 2, ......). ...... (2. 2)

次 に 収 束 条 件 に つ い て 考 え よ う.(1.3)よ り収 束 条 件 は 次 の よ うに変 形 され る.

任 意 の'〉'。 で,

_ P(x,)  1  (
x -a)Q(xj)<1

すなわち
 ~~P(xi) <2 (x

,-a)Q(xt) ...... (2. 3)



とな る よ うな ゴ。が 存 在 す る こ とで あ る.

した が って,

lim P(x`) 
_~~ (x=— a)(2(xi)

が有限確定の極限値Kを もちかつ0<K<2と なることが条件 となる.

収束条件か ら次の結果が得られる:

(i)収 束するための必要条件

P(x),G(x)が 区間1(aEI)で2回 連続微分可能で,か つ

 P(a) = 0 

 0~
P' (a) <2 
Q (a)

を み た す.

(ii)収 束 す るた めの 十 分 条 件

条 件(2.5)が 成 立 しか つaのr近 傍U(a,r)に お い て,

 xi  E U(a, r)

とな るXiが 存 在 す る.

〔(i),(ii)の 証 明 〕

(i)

よ っ て,

 K  =  limP(xt) ---—limP(x) 
, (xi—a)Q(x1)_x_.a (x—a)Q(x) •

P(a) = 0

   K = lim P' (x) _ P' (a)_ 
x..a Q(x) Q(a)•

(ii)

P(X)をX=aで テ ー ラ ー 展 開 し て,

P(x) =  P(a)  +P'(E)  (x—a).

P(a)=Oよ り,

  P(x)  _ P' (E) 
(x — a) Q (x)Q (x).

...... (2. 4)

...... (2. 5)

...... (2. 6)



一 方 ,

0< Q Ca) <2

か ら

0~P'(x) <2   Q (x)  (x  E  U(a, r))

とな るrが 存 在す る.

よ って,

 xEU(a, r) ---- ()< (x —aP(x) Q (x)<2. (証了)

した が って,κ 、∈U(a,r)と な るiが 存 在 す れ ば,{κ ∂一aと な る.

上 述 の こ とか ら次 の 結 果 が 得 られ る.

結 果2.x。 をaの 十 分近 くに とる こ とに よ って 反復 式(2.2)はaに 必 ず収 束 す

る こ とが 保 証 され る.

3.反 復 の 位 数

 lirn xt=a とき  lim (x`41-a)0 
i— (xi—a)a=c ) のようなCが 存在すれば収束の速

さ はk位(次)ま た は 反復 の位 数 はk位(次)で あ る とい う.

結 果3.次 の条 件(3.1)が 成 立 す る と き反復 の位 数 はkと な る:

 pci, (a) =__

p(k) (a) = kQck-u (a)
(j=0, 1, 2, ......, k-1), ......(3. 1)

た だ しP(j),Q(j)は それ ぞれP,Qのj次 導 関 数 で あ る.

〔証 明 〕

 f,(x) = -P(x) + (x-a)Q(x) 

fz (x) = (x- a)' Q (x)

とお く と,

 f1c:>(x) = —Pct>(x)+iQ" 1>(x)+(x—a)Qct>(x) 

fcr> (a) = — Pc>, (a) + iQc,  (a) 

          0 (i=0, 1, 2, ......, k-1) 

—Pk) (a) +kQck—,>(a) 0 (i=k) .



f2(x)---.0k!          =01(k—i+r)!\x—ar-2-"ffr)(x)

0 (i=0, 1,  2, ...... k-1)
.12m (a)

k!Q (a) (i=k).

よ っ て,

 L1— lim xj+, - a —1im -. N(xi)1       (xi— M(xi)+N(x;) (xt—a)k 1

      P =1im —(x) + (x— a) Q (x) 
,a(x— a) kQ (x)

= limf,(x) 
x-. f2(x)

— —P(r.)(a)+kQ('"(a) = 0.......(3. 2) k! Q (a)-------

(証了)

〔注 意 〕(2.1)でn・=Oと して も反 復 式(2.2),収 束 条 件(2.4)な どは そ の ま ま

で 成 立す る.

そ こでn=0と す れ ば 次 の事 柄 が 成 立 す る.

結 果4.位 数kの とき には,x→aの ときN(κ)はM(x)に 対 してk位 の無 限 小

に な る.す な わ ち,

 (x---*a) (M(x)) `'—N(x) (P' (a) 0) .

〔証 明〕

位 数kだ か らX一aは,f、(κ)(一 一P(κ)+(X一a)e(X))の 重 復 度kの 重 根 とな

る.

す な わ ち,

 f,(x) = (x—a)kgl(x) (g,(a)0).

一 方
,P(a)-0か ら

 (P(x))k = (x-a)kg2(x)

 L2=lim(M(X))k

= lim gi (x) 
x-a g2 (x)

よ っ て,



 P'(a)0 - gz(a)=0

よ り,

L2=  gi  (a)  
g2(a).

と ころ で,

        —Pck>  (a)  +kQck-1>(a) 
 g1(a) —  —-----  k  j  — ------ -

 gz(a)  =  (P'(a))k

 —  Pck>  (a)  +kQck-1>  (a) 
Lz=----------kt(P'(

a))k (有 限確 定 ≒0).… …(3.3)

(証 了)

結 果5.

 N(k)  (a)  L
l k!(M'(a)+N'(a)) ..... (3. 4)

(i) n=0
Nu') (a) L

~=k!(M'(a))' .

                         Nck-1> (a)  (ii) n=1,L1= (k -1)!(M(a)+N(a))'

...... (3. 5)

...... (3. 6)

〔注 意 〕(2.1)よ りn≧2の 場 合 は考 え る必 要 は な い だ ろ う.

〔証 明 〕

(i)(2.1)か ら

 M(x) = P(x) 

N(x) = — P(x) + (x— a) Q (x)

p(k) (a) = Nick) (a).

一一方
,

 M(x)+N(x) = (x—a)Q(x) 

Q(a) = M'(a)+N'(a) 

(2`k -1' (a) = M(k) (a) +N(k) (a).

し た が っ て,(3.2)よ り

 Nu') (a) L
lk!{M'(a)+N'(a)}'

さ らに(3.3)を 用 いれ ば



 L2= k!NM'(a)}k.

(ii)(2.1)か ら

       (x) 
 1 M(x) =(xP(a)

N(x)  = — (P)x_) + Q (x)

pcn> (a) __.= kMch-1> (a).

一 方,

 M(x)+N(x) = Q(x) 

kQck-i> (a) = k (M(k-1) (a) +N(k-1) (a))

し た が っ て,(3.2)よ り

 Nca-' (a) L
1 (k —1) ! (M(a) + N(a)) ' (証了)

結 果6.

(i)  '  (a)  0 * A(x— a) k-'M(x) --N(x) .......(3. 7)

(ii) P'(a) = 0, P"(a) 0 . A(x—a)k-2M(x)---N(x) .......(3. 8)

〔証明〕

 L3=  lim N(x)  
,a R(x) • M(x)

=lim—P(x) + (x— a) Q (x)  
x--.a R(x)•P(x)

位数kだ から,

= urn(x— a) k-lgi (x)  
 x-.a R(x) • g2 (x) •

CO

L3=g1(a) urn(x—a)k-1      g
2(a) x--a R(x) •

よ っ て,R(x)-A(x一a)k'1と す れ ば,

 =  gi  (a)  L3A
gz (a)



 -  p(k) (a) +kQcn-1" (a) 
Ak ! P' (a) (有限 確 定 ≒0).

(ii) 

      L3—gi(a) lim (x—a)k-2 
g3 (a) x-.a R(x)

よ っ て,R(x)==A(x一a)le'2と す れ ば,

 L3  - 81(a)  A
g3 (a) (証了)

4.同 位 の 位 数 の と きの 収 束 の速 さ.

反復 の位 数 をkと す る と,lL,1の 値 が 小 さい ほ ど収 束 は 速 くな る.

(3.2),(3.4),(3.6)よ り

Ll, _—P(k) (a) +kQck-')(a) . k!Q(a) ...... (4. 1)

特 に,n=Oの と き

 Nue)  (a)  I L
i I= h!(M'(a)+N'(a)) ' ...... (4. 2)

n=1の と き

L, =-------------------------N(k-i) (a)  (k -1)!{M(a)+N(a)) ...... (4. 3)

と な る.し た が って(3.2)よ り次 の結 果 が え られ る.

結 果7.反 復 の位 数 が 同位 の と きは,lL,1が 小 さい程{x}→aの 収 束 は速 くな る.

5.具 体的な反復式と既知の反復式との関係

 P(a) = 0

P' (a) Q (a)

とす ると1位 の反復式 となるが具体的には方程式をF(x)=0,所 要の根をaと して

P(x) =  F(x)  •G(x) + H(x) (H(a) = 0)

P' (a) = F' (a) • G (a) + H' (a) Q (a)

とすればよい.こ のとき反復式は



 x;+,=x=- F(xi) •G(x1) + H(xi) (i = 0, 1, 2, ...) Q(xi)

とな る.

例 え ば,

 Q(x) = F(x) — F(b; 

G(x) = b 

H(x) = (x-2b)F(x)

とす れ ば,  Regula-Falsi 法 とな る.

ま た,

P(a) = 0 

 P'  (a) = Q(a)0 

P"(a) 2Q'(a)

とす る と2位 の反 復 式 とな るが,具 体 的 に は 方 程 式 をF(x)-0,所 要 の 根 を α と して,

P(x) =  F(x)  •  G(x)  +  H(x) (H (a) =0) 

Q(x) = F'(x)•G(x)+H'(x)+I(x) (I(a)=0) 

F" (a) • G(a) + H" (a) +2P (a)0

とすればよい.

このとき反復式は

        F(xi) • G (xi) + H(xi) (i =0,   1, 2, ......) xi+1xi-F' (xi) • G (xi) + H' (xi) +1(xi)

とな る.

例 え ば G(x) = 1, H(x) =  1(x) = 0 とす れ ば, Newton-Raphson 法 に な る.
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