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概　要　離散ハングリー戸田方程式の超離散版は玉に番号が付いた箱玉系の運動方程式として知られている．本報

告では，離散ハングリー戸田方程式のある変形版を導入し，その超離散化を通じて箱を番号付けで区別した新しい

箱玉系を導く．また，離散ハングリー戸田方程式の変形版の保存量を求め，その超離散化によって新しい箱玉系の

保存量を明らかにする．保存量を求める過程において，離散ハングリーロトカ・ボルテラ系と離散ハングリー戸田

方程式の変形版を結ぶベックルント変換も示す．さらに，玉に番号が付いた箱玉系と新しい箱玉系の関係について

も述べる．

1 はじめに

可積分な離散戸田方程式に対して超離散極限を考えると，max-plus代数で記述される超離散戸田方程式が得られ

る [5]．この超離散戸田方程式は，一直線上に配置された複数個の箱を規則的に玉が移動する箱玉系の運動方程式と

みなせる．箱玉系ではしばしば連続する玉の群がソリトン波と見立てられ，群中の玉の個数はソリトン波の振幅と対

応する．超離散戸田方程式で表現される単純な箱玉系に対して，[6]では複数種の玉を番号付けで区別した箱玉系が提

案されている．“時刻 nにおける k番目のソリトンを構成する番号 n(mod M) + 1が付いた玉の個数”，“時刻 nにお

ける k 番目と k + 1番目のソリトンの間にある空き箱の個数” をそれぞれ q̄
(n)
k , ē

(n)
k とすると，玉に番号が付いた箱

玉系の運動方程式は 
q̄
(n+M)
k = min

(
k∑

i=1

q̄
(n)
i −

k−1∑
i=1

q̄
(n+M)
i , ē

(n)
k

)
, k = 1, 2, . . . ,m,

ē
(n+1)
k = q̄

(n)
k+1 + ē

(n)
k − q̄

(n+M)
k , k = 1, 2, . . . ,m− 1,

e
(n)
0 ≡ +∞, e

(n)
m ≡ +∞

(1.1)

と表される．超離散方程式 (1.1)に対する逆超離散化で得られる離散方程式
Q̄

(n+M)
k = Q̄

(n)
k + Ē

(n)
k − Ē

(n+1)
k−1 , k = 1, 2, . . . ,m,

Ē
(n+1)
k =

Q̄
(n)
k+1Ē

(n)
k

Q̄
(n+M)
k

, k = 1, 2, . . . ,m− 1,

Ē
(n)
0 ≡ 0, Ē

(n)
m ≡ 0

(1.2)

は離散戸田方程式の拡張版の 1つであり，離散ハングリー戸田方程式 (dhToda: discrete hungry Toda equation) と

呼ばれる．[6]では組み合わせ論的な手法によって玉に番号が付いた箱玉系の保存量も導かれている．一方，[4]では

離散ハングリーロトカ・ボルテラ系 (dhLV: discrete hungry Lotka-Volterra system)
u
(n+1)
k = u

(n)
k

M∏
j=1

1 + δ(n)u
(n)
k+j

1 + δ(n+1)u
(n+1)
k−j

, k = 1, 2, . . . ,Mm := m(M + 1)−M,

u
(n)
−M+1 ≡ 0, u

(n)
−M+2 ≡ 0, . . . , u

(n)
0 ≡ 0, u

(n)
Mm+1 ≡ 0, u

(n)
Mm+2 ≡ 0, . . . , u

(n)
Mm+M ≡ 0

(1.3)

の保存量を Lax行列の特性多項式を陽的に計算することにより求め，dhToda (1.2)と dhLV(1.3)を結ぶベックルン

ト変換 [2, 3] を利用して dhToda (1.2)の保存量を導いている．この dhToda (1.2)の保存量を超離散化すると [6]で

示された玉に番号が付いた箱玉系の保存量と一致する．
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図 1 箱に番号が付いた新しい箱玉系の例 (n = 0, M = 3)．

本報告では，dhToda (1.2)と似ているが上付き添字が部分的に異なる離散方程式
Q

(n+1)
k = Q

(n)
k + E

(n)
k − E

(n+M)
k−1 , k = 1, 2, . . . ,m,

E
(n+M)
k =

Q
(n)
k+1E

(n)
k

Q
(n+1)
k

, k = 1, 2, . . . ,m− 1,

E
(n)
0 ≡ 0, E

(n)
m ≡ 0

(1.4)

について考える．以後，区別のため (1.2) を dhToda I，(1.4) を dhToda II と呼ぶことにする．本報告では，まず

dhToda II(1.4)の超離散化を通じて箱を番号付けで区別した箱玉系を定める．続いて，dhToda II(1.4)の保存量を求

め，その超離散化によって箱に番号が付いた新しい箱玉系の保存量を導く．玉に番号が付いた箱玉系と箱に番号が付

いた箱玉系の関係についても明らかにする．

本報告の構成は次の通りである．2節では，dhToda II(1.4)の超離散版を考察して箱に番号が付いた新しい箱玉系

を定義する．3節では，dhToda II(1.4)が，dhLV(1.3)の変形版である qd型 dhLVにおいて，差分間隔を無限大にし

て得られる式と等価であることを明らかにする．4節では，3節の結果を利用して dhToda II(1.4)の保存量を求め，そ

の超離散化によって箱に番号が付いた箱玉系の保存量を明らかにする．dhToda I(1.2)と dhToda II(1.4)を結ぶベッ

クルント変換，それらの超離散版を結ぶベックルント変換についても 5節で示す．2つの超離散方程式を結ぶベック

ルント変換を求めることは，玉に番号が付いた箱玉系と箱に番号が付いた箱玉系の関係を調べることを意味する．最

後に 6節でまとめを述べる．

2 箱に番号が付いた新しい箱玉系

本節では，dhToda II(1.4)の超離散化を通じて箱に番号が付いた新しい箱玉系を定義する．

dhToda II(1.4)を超離散化すると，次の超離散方程式が得られる．
q
(n+1)
k = min

(
k∑

i=1

q
(n)
i −

k−1∑
i=1

q
(n+1)
i , e

(n)
k

)
, k = 1, 2, . . . ,m,

e
(n+M)
k = q

(n)
k+1 + e

(n)
k − q

(n+1)
k , k = 1, 2, . . . ,m− 1,

e
(n)
0 ≡ +∞, e

(n)
m ≡ +∞.

(2.1)

(2.1)は玉に番号が付いた箱玉系の運動方程式である (1.1)と似ているが，上付き添字に現れるM の位置が異なる．

ここで，箱に番号が付いた新しい箱玉系を定義する．この系では，標準的な箱玉系と同様，一直線上に配置された

箱の中に，それぞれ高々 1個の玉が入っている．時刻 nにおいて，連続する玉の群の数をmとする．時刻 nにおい

て，各箱には次の規則に従って番号が付いているとする．

(a) 玉の群と玉の群の間にある箱のみが番号を持つ．

(b) 箱の番号は n, n+ 1, . . . , n+M − 1のいずれかである．

(c) 隣り合う玉の群の間にはどの番号の箱も 1 個以上ある．

(d) 隣り合う玉の群の間にある箱は，左から番号が昇順になるように並ぶ．

図 1は (a)∼(d)の条件を満たす箱と玉の組み合わせの例である．時間発展 n → n + 1に伴う箱の番号と玉の動きに

ついては次のように定める．

(i) 左端の玉から順に，自身よりも右側にある最も近い “番号 nの箱”または “番号なしの箱”へと移す．n+1, n+

2, . . . , n+M − 1の番号が付いた箱には玉は移らない．
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図 2 箱に番号が付いた箱玉系における時刻 n =0から時刻 n = 1への時間発展．

図 3 箱に番号が付いた箱玉系における時刻 n = 0から時刻 n = 7までの時間発展．

(ii) (i)の操作で玉が移された箱の番号 nを削除し，玉が抜けた箱には番号 nを付ける．ただし，左端の玉より左側

にある箱には番号を付けない．

(iii) (ii)の操作の後，番号 nの箱に対して番号を nから n+M に変更する．

(iv) 隣り合う玉の群の間にある箱を番号が昇順になるように並べ替える．

図 2は (i)∼(iv)に従って時刻を n = 0から n = 1へ進めたときの箱の番号と玉の位置の変化を表した例である．ま

た，(i)∼(iv)を繰り返して n = 0から n = 1, n = 1から n = 2, . . . , n = 6から n = 7へ時間発展させた例を図 3に

示す．図 3より，(i)∼(iv)に従って時間発展を繰り返しても玉の群の個数は変化しないことが確認できる．実際，こ

のことは一般的に成り立つことが示せる．そこで，この玉の群をソリトンと呼ぶ．また，隣り合うソリトン間にある

n+ 1, n+ 2, . . . , n+M − 1の番号が付いた箱の個数はどれも時刻 nと時刻 n+ 1で明らかに同じである．(i)∼(iv)

に従って時間発展 n → n+ 1を実行すると，番号 nの箱が削除される代わりに番号 n+M の箱が新たに追加される

ので，番号が付いた箱の種類はM 種類で保たれる．また，時間発展 n → n+ 1の際には番号 nの箱にしか玉が入ら

ないので，n+ 1, n+ 2, . . . , n+M − 1の番号の付いた箱の個数はどれも変化しない．以上より，(i)∼(iv)の操作で

時間発展を繰り返しても，箱に関する 4つの条件 (a)∼(d)は常に満たされる．

この系において，mをソリトンの個数とし，時刻 nにおいて左から k 番目のソリトンを構成する玉の個数を q
(n)
k ，

k 番目と k + 1番目のソリトンの間にある番号 nが付いた箱の個数を e
(n)
k とすると，q

(n)
k ，e

(n)
k の時間発展は，(2.1)

により記述されることが示せる．したがって，dhToda II(1.4)は，箱に番号が付いた箱玉系の運動方程式であると見

なせる．

3 dhLVと dhToda II との関係

本節では，dhToda II(1.4)が，dhLV(1.3)の変形版である qd型 dhLVにおいて，差分間隔を無限大にして得られ

る式と等価であることを明らかにする．

dhLV変数 u
(n)
k を使って 2種類の変数 U

(n)
k := u

(n)
k

∏M
j=1(1 + δ(n)u

(n)
k−j), V

(n)
k := (1/δ(n))

∏M
j=0(1 + δ(n)u

(n)
k−j)
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を導入すると，dhLV (1.3)は離散方程式

U
(n+1)
k−M + V

(n)
k+1 = U

(n)
k+1 + V

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,Mm +M − 1,

U
(n+1)
k V

(n)
k = U

(n)
k V

(n)
M+k, k = 1, 2, . . . ,Mm,

U
(n)
1−M ≡ 0, . . . , U

(n)
0 ≡ 0, U

(n)
Mm+1 ≡ 0, . . . , U

(n)
Mm+M ≡ 0,

V
(n)
1−M ≡

1

δ(n)
, . . . , V

(n)
0 ≡

1

δ(n)
, V

(n)
1 ≡ U

(n)
1 +

1

δ(n)
, V

(n)
Mm+M+1 ≡

1

δ(n)
, . . . , V

(n)
Mm+2M ≡

1

δ(n)

(3.1)

に書き換えられる．(3.1)は qdアルゴリズムの漸化式と似ているので，dhLV(1.3)と区別するために qd型 dhLVと

呼ぶ．δ(n) → ∞のとき，qd型 dhLV(3.1)の第 4式は次のようになる．

V
(n)
1−M ≡ 0, . . . , V

(n)
0 ≡ 0, V

(n)
1 ≡ U

(n)
1 , V

(n)
Mm+M+1 ≡ 0, . . . , V

(n)
Mm+2M ≡ 0.

ここで，V
(n)
1 = U

(n)
1 を (3.1)の第 2式で k = 1とした式に代入すると，U

(n+1)
1 = V

(n)
M+1 が成り立ち，これをさら

に (3.1)の第 1式で k = M + 1とした式に代入すると，V
(n)
M+2 = U

(n)
M+2 が成り立つ．以下，同様に，(3.1)の第 2式

で k = Mi とした式，(3.1)の第 1式で k = Mi +M とした式を使って繰り返していくと，最終的に V
(n)
Mi

= U
(n)
Mi
，

U
(n+1)
Mi

= V
(n)
Mi+M（i = 1, 2, . . . ,m）が示せる．これより，(3.1)の第 1式，第 2式は，次のように書き直せる．

V
(n)
Mi

= U
(n)
Mi

, i = 1, 2, . . . ,m, (3.2){
U

(n+1)
Mk−1+j + V

(n)
Mk+j = U

(n)
Mk+j + V

(n)
Mk+j−1, k = 1, 2, . . . ,m,

U
(n+1)
Mk+jV

(n)
Mk+j = U

(n)
Mk+jV

(n)
Mk+1+j−1, k = 1, 2, . . . ,m− 1,

, j = 1, 2, . . . ,M, (3.3)

U
(n+1)
Mi

= V
(n)
Mi+M , i = 1, 2, . . . ,m. (3.4)

ここで，変数 U
(n)
k ，V

(n)
k を

U
(n+ℓ)
Mk+j =

{
Q

(n+Mℓ)
k , j = 0, k = 1, 2, . . . ,m,

E
(n+Mℓ+j−1)
k , j = 1, 2, . . . ,M, k = 1, 2, . . . ,m− 1,

(3.5)

V
(n+ℓ)
Mk+j = Q

(n+Mℓ+j)
k , j = 0, 1, . . . ,M, k = 1, 2, . . . ,m (3.6)

と書き換えると，(3.2), (3.4)は自動的に満たされ，(3.3)は次のようになる．{
E

(n+M+j−1)
k−1 +Q

(n+j)
k = E

(n+j−1)
k +Q

(n+j−1)
k , k = 1, 2, . . . ,m,

E
(n+M+j−1)
k Q

(n+j)
k = E

(n+j−1)
k Q

(n+j−1)
k+1 , k = 1, 2, . . . ,m− 1,

, j = 1, 2, . . . ,M.

これは，dhToda II(1.4)のM ステップ分の式に他ならない．以上より，次の定理が成り立つ．

定理 3.1. qd型 dhLVにおいて，δ(n) → ∞として得られる式は，dhToda II(1.4)と等価である．両者の変数の関係

は，(3.5), (3.6)により与えられる．

4 箱に番号が付いた箱玉系の保存量

本節では，[4]で示された qd型 dhLV (3.1)の保存量から定理 3.1を利用して dhToda II(1.4)の保存量を求め，超

離散化によって 2節の箱に番号が付いた箱玉系の保存量を導く．

簡単のため dhToda II 変数を

w
(n+ℓ)
Mk+j =

{
Q

(n+Mℓ)
k , j = 0, k = 1, 2, . . . ,m,

E
(n+Mℓ+j−1)
k , j = 1, 2, . . . ,M, k = 1, 2, . . . ,m− 1

とおくと，定理 3.1より
U

(n+ℓ)
Mk+j = w

(n+ℓ)
Mk+j (4.1)
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となる．qd型 dhLV (3.1)の保存量は [4]より

Ci =
∑

(j1,j2,...,ji)∈Ψi

U
(n)
j1

U
(n)
j2

· · ·U (n)
ji

, i = 1, 2, . . . ,m, (4.2)

Ψi := {(j1, j2, . . . , ji) | 1 ≤ j1 ≤ j2 − (M + 1) ≤ j3 − 2(M + 1)

≤ · · · ≤ ji − (i− 1)(M + 1) ≤ Mm − (i− 1)(M + 1)}

なので，(4.1), (4.2)より dhToda II(1.4)の保存量として

Ci =
∑

(j1,j2,...,ji)∈Ψi

w
(n)
j1

w
(n)
j2

· · ·w(n)
ji

, i = 1, 2, . . . ,m (4.3)

が得られる．続いて，(4.3)に対して 2種類の変数変換 Ci = exp(−uC ′
i/ϵ), w

(n)
k = exp(−W

(n)
k /ϵ) を施し，両辺の

対数をとって −ϵをかけると

uC ′
i = −ϵ log

 ∑
(j1,j2,...,ji)∈Ψi

exp

(
−
W

(n)
j1

+W
(n)
j2

+ · · ·+W
(n)
ji

ϵ

)　 (4.4)

(4.4)において極限 ϵ → +0を考えると超離散方程式 (2.1)の保存量が求まるので，箱に番号が付いた箱玉系に関して

次の定理が得られる．

定理 4.1. 箱に番号が付いた箱玉系の保存量は次のように与えられる．

uCi = min
(j1,j2,...,ji)∈Ψi

(W
(n)
j1

+W
(n)
j2

+ · · ·+W
(n)
ji

), i = 1, 2, . . . ,m.

ただし

W
(n+ℓ)
Mk+j =

{
q
(n+Mℓ)
k , j = 0, k = 1, 2, . . . ,m,

e
(n+Mℓ+j−1)
k , j = 1, 2, . . . ,M, k = 1, 2, . . . ,m− 1

である．

5 玉に番号が付いた箱玉系との関係

本節では，dhToda I(1.2)と dhToda II(1.4)を結ぶベックルント変換を導き，玉に番号が付いた箱玉系と箱に番号

が付いた箱玉系の関係を明らかにする．

[2, 3]で報告された dhToda I(1.2)と δ(n) → ∞のときの qd型 dhLV(3.1)を結ぶベックルント変換

U
(n)
Mk+j =

{
Q̄

(n)
k Q̄

(n+1)
k · · · Q̄(n+M−1)

k , j = 0, k = 1, 2, . . . ,m,

(Q̄
(n+j)
k Q̄

(n+j+1)
k · · · Q̄(n+j+M−2)

k )En+j−1
k , j = 1, 2, . . . ,M, k = 1, 2, . . . ,m− 1

において定理 3.1を利用すると，qd型 dhLVの変数 U
(n)
Mk+j は dhToda II(1.4)の 2つの変数Q

(n)
k , E

(n)
k で置き換えら

れる．加えて dhToda I(1.2)の第 2式によって j = 1, 2, . . . ,M の場合を変形すると，dhToda I(1.2)と dhToda II(1.4)

について次の定理が得られる．

定理 5.1. dhToda I(1.2)と dhToda II(1.4)を結ぶベックルント変換は次のように与えられる．

Q
(n)
k = Q̄

(n)
k Q̄

(n+1)
k · · · Q̄(n+M−1)

k , k = 1, 2, . . . ,m,

E
(n+M−1)
k = (Q̄

(n)
k+1Q̄

(n+1)
k+1 · · · Q̄(n+M−2)

k+1 )Ē
(n)
k , k = 1, 2, . . . ,m− 1.

定理 5.1において超離散化を実行すると，玉に番号が付いた箱玉系と箱に番号が付いた箱玉系について次の定理が得

られる．
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定理 5.2. 玉に番号が付いた箱玉系の運動方程式 (1.1)と箱に番号が付いた箱玉系の運動方程式 (2.1)を結ぶベックル

ント変換は次のように与えられる．

q
(n)
k = q̄

(n)
k + q̄

(n+1)
k + · · ·+ q̄

(n+M−1)
k , k = 1, 2, . . . ,m,

e
(n+M−1)
k = (q̄

(n)
k+1 + q̄

(n+1)
k+1 + · · ·+ q̄

(n+M−2)
k+1 ) + ē

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,m− 1.

　定理 4.1の箱に番号が付いた箱玉系の保存量は [6]で示された玉に番号が付いた箱玉系の保存量から定理 5.2のベッ

クルント変換を介して導くこともできる．

6 まとめ

本報告では，まず dhToda I の変形版である dhToda II の超離散化から，箱に番号を付けて区別した新しい箱玉系を

定義した．既知である玉に番号が付いた箱玉系と箱に番号が付いた箱玉系を比較すると，運動方程式の上付き添字に

おいてM の位置が異なるだけであるが，時間発展の際の箱と玉の振る舞いは大きく異なる．玉に番号が付いた箱玉

系では移動できる玉が制限されるのに対して，箱に番号が付いた箱玉系では玉の移動できる箱が制限される．また，

箱に番号が付いた箱玉系の時間発展では “箱を番号順に並べ替える” という操作が必要となる．続いて，dhToda II

が，dhLV の変形版である qd型 dhLVにおいて，差分間隔を無限大にして得られる式と等価であることを明らかに

した．これを利用して qd型 dhLVの保存量から dhToda II の保存量を求め，超離散化によって箱に番号が付いた箱

玉系の保存量を求めた．さらに，箱に番号が付いた箱玉系の運動方程式と玉に番号が付いた箱玉系の運動方程式を結

ぶベックルント変換を求め，箱に番号が付いた箱玉系と玉に番号が付いた箱玉系の関係を示した．今後の課題として

は，dhToda II と箱に番号が付いた箱玉系に対する解析的な解の導出が挙げられる．

参考文献

[1] A. Fukuda, E. Ishiwata, Y. Yamamoto, M. Iwasaki and Y. Nakamura, “Integrable discrete hungry systems

and their related matrix eigenvalues”, Ann. Mat. Pura Appl., 192 (2013), 423–445.

[2] A. Fukuda, Y. Yamamoto, M. Iwasaki, E. Ishiwata and Y. Nakamura, “A Bäcklund transformation between
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