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�型箱玉系の混合解について

東海大学理学部 長井秀友 ������ ���	
���


概 要 離散 ���方程式から導かれるある超離散方程式のソリトン解を紹介する．この解は超離

散 ���方程式，超離散戸田格子方程式と同様の分散関係式で定義される �種類のソリトン解を混合

した解となっている．

� はじめに

超離散ソリトン方程式は差分ソリトン方程式を超離散化して得られる方程式であり，差分ソリ
トン方程式同様，ソリトン解を持つ．特に超離散化は元の方程式の積，和をそれぞれ和，���演
算に置き換えることから，適当な初期値のもとで超離散ソリトン方程式は独立変数のみならず従
属変数も整数値をとるように定められる．代表的な超離散ソリトン方程式として超離散 ���方程
式が挙げられる．この方程式では初期値を �� �で定めた場合，時間発展を無限個の箱と有限個の
玉をある規則に従って動かすことで表すことができ，箱玉系と呼ばれる ���．箱玉系を拡張した容
量付箱玉系や周期箱玉系なども存在し，同様にソリトンの性質を持つ ��� ��．
現在までに与えられている超離散ソリトン方程式の多くは離散 ��方程式から導かれている．一
方，離散ソリトン方程式には離散 ��方程式以外にも，離散 ���方程式などが存在する ���．離散
���方程式の超離散化の研究は離散 ��方程式と比べるとあまり多くないが，先行研究の一つと
して ���������
	��方程式の超離散化が挙げられる � �．この研究では ���������
	��方程式を超
離散化して得られる方程式には通常のソリトン解の他に ���解と呼ばれる周期位相項をもつソリ
トン解が存在することを示している．元の ���������
	��方程式には ���解は存在せず，超離散
方程式において新しい解が発見されるという興味深い事実を与えている．本研究ではこのような
結果を踏まえ，�型箱玉系と呼ばれる一般化した離散 ���方程式から導かれる方程式を対象にし
て研究を行った．�!�において �種類のソリトン解が存在することを示したが，本論文ではこの �

種の解を特別な場合に含むような厳密解が存在することを紹介する．

� �型箱玉系

�型箱玉系は次で与えられる �!�．
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を変数変換 �� � ������ � ��� � ��
�
� �� のもとで超離散化することで得られる方程式である．ここで
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に対して拘束条件
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および
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から与えられる式である．
��"�
は次で表されるソリトン解を持つ．
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ただし �����は任意定数とする．さらに ��"&
の条件式とは別に �����を任意定数として
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のもとでの ��"$
も ��"�
の解となる．すなわち �型箱玉系には ��"$
� ��"&
で与えられるソリトン
解と，��"$
� ��"��
で与えられるソリトン解の �種が存在する．ここでは ��"&
で与えられる解を超
離散���タイプの解，��"��
で与えられる解を超離散戸田タイプの解と呼ぶ．

� 混合解

前節で与えたソリトン解とは別に次の解が ��"�
には存在する．
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ここでは簡単のため，�� �� �としている．解 ��"�
は �� �� �� � �のとき，��� � �となり前節
で与えた超離散戸田タイプの解となる．また �� ���� � �の場合についても同様に ��� � �とな
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り超離散 ���タイプの解となる．つまり ��"�
は特別な場合として超離散 ���タイプ，超離散戸
田タイプのソリトン解を含む解であり，これらの混合解とみなせる．
��"�
� ��"�
が ��"�
の解であることは以下のように示される．����

���
�����

�����
を計算すると

����
��� �����

�����

�������
������
�
��������
��
���������� �
��������

�������
����� ���� �
�
����� ���� ���
��
��������� ���� ��
��������

����
�
��
����������
����� ���� �
�� 
���������������� ���� ����

�
��
� �
���� �
���
��
��������

�
��
����������
� ���� ������� ���
���������


���
��������� ���� ���� �
�������� ������� ���� ��
���������


��
�������������� �
�������� �������� ���� ��
��������

��������
� ���� ��� ����������� ���� �
�
�

��"�


と表される．�� �� �を ������ ������ ������ �����としたものが ��"�
の各項を与えている．したがっ
て � � � に �����などの値を代入した項が ��"�
を満たしていれば解となるが，これはそれぞれ 
��


�が同じ係数をもつ項同士で ��"�
が成り立つことから示される．例えば ��"�
において 
��
�を
持つ項を取り出すと
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であるが，これに �� �� �を ������ ������ ������ �����と代入した項同士は
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を満たすことが確認できる．
��"�
� ��"�
で定義された解の挙動を図 �に表す．ここで変数��
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� は次で与えられる �!�．
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なお混合解を一般化したものとして次で定義される ��
� が方程式を満たすことが数値計算から予
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ここで ��� ��は正の定数．��は任意定数とする．この解は超離散 ���方程式の解を �個，超離散
戸田タイプの解を�個混合したものとなっている．

� 混合解を持つ方程式の生成に関する考察

本節では既知の超離散ソリトン方程式を組み合わせて，�型箱玉系の様な混合解を持つ方程式
が生成できるかを考察する．
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で定義された ��
� は各分散関係式によって次の方程式を満たすことが示される �#�．ここで ��� �

は正の任意定数を表す．
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を観察すると，�型箱玉系は ��" 
と ��"!
の右辺を一つの ���関数にまとめた式とみなせる．さ
らに ��" 
のソリトン解は ��"$
� ��"&
で与えられ，��"!
のソリトン解は ��"$
� ��"��
で与えられる
が，�型箱玉系はこれらをどちらも解として満たす．この関係性から，��"�
� ��"�
� ��"�
から �つ
の方程式を取り出し，左辺および右辺第一項が一致するように 	� � をさだめ，右辺を一つの ���

でまとめることで �型箱玉系と同様の �種のソリトン解をもつ方程式を生成される可能性が考え
られる．例えば，��"�
� ��"�
において左辺が等しくなるような例として，
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が挙げられる．これらの右辺を一つの ���でまとめた方程式
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が混合解を持つ方程式の候補として挙げられる．しかしながら上記の方程式は ��"�
の解を持たな
いことが数値計算から確かめられる．他の組み合わせにおいても，	� �の条件がはずれる，大小関
係から簡単化される，などの理由から �型箱玉系の場合を除いて �種のソリトン解を持つ方程式
は生成できないことが確認される．

 



� まとめ

本研究では �型箱玉系において，�種のソリトン解が混合する厳密解を与えた．これまでに超
離散系において負の解とソリトン解を混合した解は知られていたが，本研究においてソリトン解 �

種を混合した解の存在も示された．また，本論文では既知の超離散ソリトン方程式を組み合わせ
て，�型箱玉系のような方程式の生成を試みたが，�型箱玉系を除くと �種のソリトン解をもつ方
程式が今回の手法では得られないことが確認された．以上のことからも �種のソリトン解を持つ
方程式としての �型箱玉系の特殊性がうかがえる．
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