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RII 格子と非自励離散mKdV方程式

京都大学大学院情報学研究科 前田一貴 (Maeda Kazuki)
京都大学大学院情報学研究科 󰄄本　諭 (Tsujimoto Satoshi)

概 要 モニック対称 RII 多項式のスペクトル変換の両立条件として，非自励離散 mKdV方程式

が導出されることを示す．このことを用いて，モニック型 RII格子と非自励離散mKdV方程式の間の

Miura変換を与える．さらに，半無限格子境界条件の場合の解（分子解）も Hankel行列式を用いて

与える．

1 はじめに

直交多項式やその一般化と可積分系との関係がよく知られている [2]．特にモニック直交多項式
と非自励離散戸田格子 [6]，モニック対称直交多項式と非自励離散 Lotka–Volterra方程式 [7]，RII

多項式と RII 格子 [8]との関係が行列の固有値計算アルゴリズムなどへの応用上重要である．これ
らの例において，離散可積分系は直交多項式のスペクトル変換の両立条件として現れ，この関係

を通じて，特に境界条件が有限格子の場合には初期値問題の解をHankel行列式を用いて与えるこ
とができる [3]．
本稿では，モニック対称 RII 多項式のスペクトル変換を考えることで，有名な Toda–Volterra対

応（非自励離散戸田格子と非自励離散 Lotka–Volterra方程式の間のMiura変換）[6]のある一般化
が得られたので [4]，この結果について簡潔にまとめ，報告する．対称 RII 多項式に付随する離散

可積分系については既に先行研究 [5]が存在していたが，今回得られたものは，従属変数の選び方
を工夫することで，より対称性が高く簡潔な表示式（非自励離散mKdV方程式）となっている．

2 モニック RII 多項式のスペクトル変換とモニック型 RII 格子

モニック RII 多項式 {𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0は次の三項間漸化式で定義される：

𝜑𝑘,𝑡
−1(𝑥) ≔ 0, 𝜑𝑘,𝑡

0 (𝑥) ≔ 1,

𝜑𝑘,𝑡
𝑛+1(𝑥) ≔ ((1 + 𝛽𝑘,𝑡

𝑛 )𝑥 − 𝛼𝑘,𝑡
𝑛 )𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥) − 𝛽𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−2)(𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)𝜑𝑘,𝑡

𝑛−1(𝑥),

𝑛 = 0, 1, 2, … .

ここで，𝑘, 𝑡 ∈ ℤは離散時間（時間発展をすぐ後で導入する），𝛼𝑘,𝑡
𝑛 ∈ ℝ，𝛽𝑘,𝑡

𝑛 , 𝛾𝑘+𝑡+𝑛 ∈ ℝ−{0}である．
定義より，𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥)は 𝑛次のモニック多項式である．非零の定数 ℎ𝑘,𝑡
0 , ℎ𝑘,𝑡

1 を固定すれば，Favard型
の定理 [1]により次の直交関係式を満たす線型汎関数ℒ𝑘,𝑡が唯一つ定まる：

ℒ𝑘,𝑡 ⎡
⎢
⎣

𝑥𝑚𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)

∏2𝑛−1
𝑗=0 (𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+𝑗)

⎤
⎥
⎦

= ℎ𝑘,𝑡
𝑛 𝛿𝑚,𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, … , 𝑚 = 0, 1, … , 𝑛. (2.1)

ここで，ℎ𝑘,𝑡
𝑛 , 𝑛 = 2, 3, … は非零の定数である．

モニック RII 多項式の時間発展を次のスペクトル変換で導入する．
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• 𝑘-方向：

(1 + 𝑞𝑘,𝑡
𝑛 )𝑥𝜑𝑘+1,𝑡

𝑛 (𝑥) = 𝜑𝑘,𝑡
𝑛+1(𝑥) + 𝑞𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥), (2.2a)

(1 + 𝑒𝑘,𝑡
𝑛 )𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥) = 𝜑𝑘+1,𝑡
𝑛 (𝑥) + 𝑒𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)𝜑𝑘+1,𝑡
𝑛−1 (𝑥). (2.2b)

• 𝑡-方向：

(1 + ̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛 )(𝑥 + 𝑠(𝑡))𝜑𝑘,𝑡+1

𝑛 (𝑥) = 𝜑𝑘,𝑡
𝑛+1(𝑥) + ̃𝑞𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥), (2.2c)

(1 + ̃𝑒𝑘,𝑡
𝑛 )𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥) = 𝜑𝑘,𝑡+1
𝑛 (𝑥) + ̃𝑒𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)𝜑𝑘,𝑡+1
𝑛−1 (𝑥). (2.2d)

ここで，

𝑞𝑘,𝑡
𝑛 ≔ −(𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1 𝜑𝑘,𝑡

𝑛+1(0)
𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (0)
, ̃𝑞𝑘,𝑡

𝑛 ≔ −(𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 − 𝑠(𝑡))−1 𝜑𝑘,𝑡
𝑛+1(−𝑠(𝑡))

𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (−𝑠(𝑡))

,

および 𝑒𝑘,𝑡
𝑛 , ̃𝑒𝑘,𝑡

𝑛 はすぐ後にあるモニック型 RII 格子の関係式 (2.4)から定まる変数であり，これで
𝜑𝑘+1,𝑡

𝑛 (𝑥), 𝜑𝑘,𝑡+1
𝑛 (𝑥)はともに 𝑛次のモニック多項式になる．𝑘-方向と 𝑡-方向の違いはパラメータ

𝑠(𝑡) ∈ ℝ − {0}の有無のみである．線型汎関数ℒ𝑘,𝑡の時間発展を，有理関数 𝜌(𝑥)に対して

ℒ𝑘+1,𝑡[𝜌(𝑥)] ≔ ℒ𝑘,𝑡 [
𝑥

𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡
𝜌(𝑥)] , ℒ𝑘,𝑡+1[𝜌(𝑥)] ≔ ℒ𝑘,𝑡 [

𝑥 + 𝑠(𝑡)

𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡
𝜌(𝑥)] (2.3)

で定めれば，{𝜑𝑘+1,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0, {𝜑𝑘,𝑡+1
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0はまた直交関係式 (2.1)を満たすモニック RII 多項式と

なることが確認できる．スペクトル変換 (2.2)の両立条件として，半無限モニック型 RII 格子の時

間発展方程式が得られる：

𝛼𝑘,𝑡
𝑛 = 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛𝑞𝑘,𝑡

𝑛 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1𝑒𝑘,𝑡
𝑛

1 + 𝑞𝑘,𝑡
𝑛

1 + 𝑞𝑘,𝑡
𝑛−1

= 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1𝑞𝑘−1,𝑡
𝑛

1 + 𝑒𝑘−1,𝑡
𝑛+1

1 + 𝑒𝑘−1,𝑡
𝑛

+ 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛𝑒𝑘−1,𝑡
𝑛+1

= 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 ̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1 ̃𝑒𝑘,𝑡

𝑛
1 + ̃𝑞𝑘,𝑡

𝑛

1 + ̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛−1

− 𝑠(𝑡)(1 + ̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛 )(1 + ̃𝑒𝑘,𝑡

𝑛 )

= 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1 ̃𝑞𝑘,𝑡−1
𝑛

1 + ̃𝑒𝑘,𝑡−1
𝑛+1

1 + ̃𝑒𝑘,𝑡−1
𝑛

+ 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 ̃𝑒𝑘,𝑡−1
𝑛+1 − 𝑠(𝑡−1)(1 + ̃𝑞𝑘,𝑡−1

𝑛 )(1 + ̃𝑒𝑘,𝑡−1
𝑛+1 ), (2.4a)

𝛽𝑘,𝑡
𝑛 = 𝑞𝑘,𝑡

𝑛−1𝑒𝑘,𝑡
𝑛

1 + 𝑞𝑘,𝑡
𝑛

1 + 𝑞𝑘,𝑡
𝑛−1

= 𝑞𝑘−1,𝑡
𝑛 𝑒𝑘−1,𝑡

𝑛
1 + 𝑒𝑘−1,𝑡

𝑛+1

1 + 𝑒𝑘−1,𝑡
𝑛

= ̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛−1 ̃𝑒𝑘,𝑡

𝑛
1 + ̃𝑞𝑘,𝑡

𝑛

1 + ̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛−1

= ̃𝑞𝑘,𝑡−1
𝑛 ̃𝑒𝑘,𝑡−1

𝑛
1 + ̃𝑒𝑘,𝑡−1

𝑛+1

1 + ̃𝑒𝑘,𝑡−1
𝑛

, (2.4b)

𝑒𝑘,𝑡
0 = ̃𝑒𝑘,𝑡

0 = 0 for all 𝑘 and 𝑡. (2.4c)

図 1はモニック RII 多項式のスペクトル変換 (2.2)とモニック型 RII 格子 (2.4)の変数の関係を図示
したものである．

線型汎関数ℒ0,𝑡のモーメントを

𝜇(𝑡)
𝑚,𝑙 ≔ ℒ0,𝑡 ⎡

⎢
⎣

𝑥𝑚

∏𝑙−1
𝑗=0(𝑥 + 𝛾𝑡+𝑗)

⎤
⎥
⎦
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{𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0 {𝜑𝑘,𝑡+1
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0{𝜑𝑘,𝑡−1
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0

{𝜑𝑘+1,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0 {𝜑𝑘+1,𝑡+1
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0{𝜑𝑘+1,𝑡−1
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0

{𝜑𝑘−1,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0 {𝜑𝑘−1,𝑡+1
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0{𝜑𝑘−1,𝑡−1
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0

{𝑞𝑘,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=0 {𝑒𝑘,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=1 {𝑞𝑘,𝑡+1
𝑛 }∞

𝑛=0 {𝑒𝑘,𝑡+1
𝑛 }∞

𝑛=1{𝑞𝑘,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=0 {𝑒𝑘,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=1

{𝑞𝑘−1,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=0 {𝑒𝑘−1,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=1 {𝑞𝑘−1,𝑡+1
𝑛 }∞

𝑛=0 {𝑒𝑘−1,𝑡+1
𝑛 }∞

𝑛=1{𝑞𝑘−1,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=0 {𝑒𝑘−1,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=1

{ ̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=0, 𝑠(𝑡)

{ ̃𝑒𝑘,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=1

{ ̃𝑞𝑘+1,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=0, 𝑠(𝑡)

{ ̃𝑒𝑘+1,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=1

{ ̃𝑞𝑘−1,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=0, 𝑠(𝑡)

{ ̃𝑒𝑘−1,𝑡
𝑛 }∞

𝑛=1

{ ̃𝑞𝑘,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=0, 𝑠(𝑡−1)

{ ̃𝑒𝑘,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=1

{ ̃𝑞𝑘+1,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=0, 𝑠(𝑡−1)

{ ̃𝑒𝑘+1,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=1

{ ̃𝑞𝑘−1,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=0, 𝑠(𝑡−1)

{ ̃𝑒𝑘−1,𝑡−1
𝑛 }∞

𝑛=1

図 1:モニック RII 多項式のスペクトル変換の鎖．

で定める．線型汎関数の時間発展 (2.3)より，関係式

ℒ𝑘,𝑡 ⎡
⎢
⎣

𝑥𝑚

∏𝑙−1
𝑗=0(𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+𝑗)

⎤
⎥
⎦

= ℒ0,𝑡 ⎡
⎢
⎣

𝑥𝑘+𝑚

∏𝑘+𝑙−1
𝑗=0 (𝑥 + 𝛾𝑡+𝑗)

⎤
⎥
⎦

= 𝜇(𝑡)
𝑘+𝑚,𝑘+𝑙

と分散関係式

𝜇(𝑡+1)
𝑚,𝑙 = 𝜇(𝑡)

𝑚+1,𝑙+1 + 𝑠(𝑡)𝜇(𝑡)
𝑚,𝑙+1, 𝜇(𝑡)

𝑚,𝑙 = 𝜇(𝑡)
𝑚+1,𝑙+1 + 𝛾𝑡+𝑙𝜇

(𝑡)
𝑚,𝑙+1 (2.5)

が成り立つ．モーメントを用いると，モニック RII 多項式 {𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0の行列式表示が

𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥) =

1
𝜏𝑘,2𝑛,𝑡

𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝜇(𝑡)
𝑘,𝑘+2𝑛 𝜇(𝑡)

𝑘+1,𝑘+2𝑛 ⋯ 𝜇(𝑡)
𝑘+𝑛−1,𝑘+2𝑛 𝜇(𝑡)

𝑘+𝑛,𝑘+2𝑛

𝜇(𝑡)
𝑘+1,𝑘+2𝑛 𝜇(𝑡)

𝑘+2,𝑘+2𝑛 ⋯ 𝜇(𝑡)
𝑘+𝑛,𝑘+2𝑛 𝜇(𝑡)

𝑘+𝑛+1,𝑘+2𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝜇(𝑡)
𝑘+𝑛−1,𝑘+2𝑛 𝜇(𝑡)

𝑘+𝑛,𝑘+2𝑛 ⋯ 𝜇(𝑡)
𝑘+2𝑛−2,𝑘+2𝑛 𝜇(𝑡)

𝑘+2𝑛−1,𝑘+2𝑛

1 𝑥 ⋯ 𝑥𝑛−1 𝑥𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(2.6)

で与えられる．ここで，𝜏𝑘,𝑙,𝑡
𝑛 は 𝑛次の Hankel行列式である：

𝜏𝑘,𝑙,𝑡
−1 ≔ 0, 𝜏𝑘,𝑙,𝑡

0 ≔ 1, 𝜏𝑘,𝑙,𝑡
𝑛 ≔ ∣𝜇(𝑡)

𝑘+𝑖+𝑗,𝑘+𝑙 ∣0≤𝑖,𝑗≤𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, 3, … .

実際，(2.6)の右辺は 𝑛次のモニック多項式であり，線型汎関数の線型性から直交関係式 (2.1)の成
立を確かめることは容易である．行列式表示 (2.6)，分散関係式 (2.5)，Plücker関係式を用いること
で，モニック型 RII 格子の Hankel行列式解が得られる：

𝑞𝑘,𝑡
𝑛 = (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1 𝜏𝑘,2𝑛,𝑡

𝑛 𝜏𝑘+1,2𝑛+1,𝑡
𝑛+1

𝜏𝑘,2𝑛+2,𝑡
𝑛+1 𝜏𝑘+1,2𝑛−1,𝑡

𝑛
, 𝑒𝑘,𝑡

𝑛 = 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛
𝜏𝑘,2𝑛+1,𝑡

𝑛+1 𝜏𝑘+1,2𝑛−2,𝑡
𝑛−1

𝜏𝑘,2𝑛−1,𝑡
𝑛 𝜏𝑘+1,2𝑛,𝑡

𝑛
,

̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛 = (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 − 𝑠(𝑡))−1 𝜏𝑘,2𝑛,𝑡

𝑛 𝜏𝑘,2𝑛+1,𝑡+1
𝑛+1

𝜏𝑘,2𝑛+2,𝑡
𝑛+1 𝜏𝑘,2𝑛−1,𝑡+1

𝑛
, ̃𝑒𝑘,𝑡

𝑛 = (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 − 𝑠(𝑡))
𝜏𝑘,2𝑛+1,𝑡

𝑛+1 𝜏𝑘,2𝑛−2,𝑡+1
𝑛−1

𝜏𝑘,2𝑛−1,𝑡
𝑛 𝜏𝑘,2𝑛,𝑡+1

𝑛
.
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つまり，𝜇(𝑡)
𝑚,𝑙 を分散関係式 (2.5)を満たす任意関数とすれば，これを成分とする Hankel行列式に

よってモニック型 RII 格子の解は与えられる．このようにHankel行列式解が現れるのは，RII 格子

が離散 2次元戸田階層の簡約で得られることの反映である [10]．

3 対称 RII 多項式のスペクトル変換と非自励離散mKdV方程式

次で定義される多項式列 {𝜍𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0を考えよう：

𝜍𝑘,𝑡
2𝑛+𝑖(𝑥) ≔ 𝑥𝑖𝜑𝑘+𝑖,𝑡

𝑛 (𝑥2), 𝑛 = 0, 1, 2, … , 𝑖 = 0, 1.

𝜍𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)は対称性と呼ばれる条件

𝜍𝑘,𝑡
𝑛 (−𝑥) = (−1)𝑛𝜍𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥)

を満たす 𝑛次のモニック多項式である．線型汎関数𝒮𝑘,𝑡を

𝒮𝑘,𝑡 ⎡
⎢
⎣

𝑥2𝑚

∏𝑙−1
𝑗=0(𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+𝑗)

⎤
⎥
⎦

≔ ℒ𝑘,𝑡 ⎡
⎢
⎣

𝑥𝑚

∏𝑙−1
𝑗=0(𝑥 + 𝛾𝑘+𝑡+𝑗)

⎤
⎥
⎦

,

𝒮𝑘,𝑡 ⎡
⎢
⎣

𝑥2𝑚+1

∏𝑙−1
𝑗=0(𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+𝑗)

⎤
⎥
⎦

≔ 0, 𝑙 = 0, 1, 2, … , 𝑚 = 0, 1, … , 𝑙.

によって定める．モニック RII 多項式 {𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0 の 𝑘-方向のスペクトル変換 (2.2a), (2.2b)より，
{𝜍𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥)}∞
𝑛=0が満たす三項間漸化式

𝜍𝑘,𝑡
2𝑛+2(𝑥) = (1 + 𝑞𝑘,𝑡

𝑛 )𝑥𝜍𝑘,𝑡
2𝑛+1(𝑥) − 𝑞𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)𝜍𝑘,𝑡
2𝑛 (𝑥), (3.1a)

𝜍𝑘,𝑡
2𝑛+1(𝑥) = (1 + 𝑒𝑘,𝑡

𝑛 )𝑥𝜍𝑘,𝑡
2𝑛 (𝑥) − 𝑒𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)𝜍𝑘,𝑡
2𝑛−1(𝑥), (3.1b)

が得られ，モニック RII 多項式が満たすべき直交関係式 (2.1)も線型汎関数𝒮𝑘,𝑡について確かめら

れ，{𝜍𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0はモニック対称RII多項式となっている．さらに，モニックRII多項式 {𝜑𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0

の 𝑡-方向のスペクトル変換 (2.2c), (2.2d)から，モニック対称 RII 多項式 {𝜍𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)}∞

𝑛=0 の 𝑡-方向のス
ペクトル変換

(1 + ̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛 )(𝑥2 + 𝑠(𝑡))𝜍𝑘,𝑡+1

2𝑛 (𝑥) = 𝜍𝑘,𝑡
2𝑛+2(𝑥) + ̃𝑞𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)𝜍𝑘,𝑡
2𝑛 (𝑥), (3.2a)

(1 + ̃𝑞𝑘+1,𝑡
𝑛 )(𝑥2 + 𝑠(𝑡))𝜍𝑘,𝑡+1

2𝑛+1 (𝑥) = 𝜍𝑘,𝑡
2𝑛+3(𝑥) + ̃𝑞𝑘+1,𝑡

𝑛 (𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛+1)𝜍𝑘,𝑡
2𝑛+1(𝑥), (3.2b)

(1 + ̃𝑒𝑘,𝑡
𝑛 )𝜍𝑘,𝑡

2𝑛 (𝑥) = 𝜍𝑘,𝑡+1
2𝑛 (𝑥) + ̃𝑒𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)𝜍𝑘,𝑡+1
2𝑛−2 (𝑥), (3.2c)

(1 + ̃𝑒𝑘+1,𝑡
𝑛 )𝜍𝑘,𝑡

2𝑛+1(𝑥) = 𝜍𝑘,𝑡+1
2𝑛+1 (𝑥) + ̃𝑒𝑘+1,𝑡

𝑛 (𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)𝜍𝑘,𝑡+1
2𝑛−1 (𝑥) (3.2d)

が得られる．

関係式 (3.1), (3.2)から，次の関係式を満たす 𝑣𝑘,𝑡
𝑛 の存在が言える：

(𝛾𝑘+𝑡+𝑛 + 𝑣𝑘,𝑡
𝑛 )(𝑥2 + 𝑠(𝑡))𝜍𝑘,𝑡+1

𝑛 (𝑥)

= (𝛾𝑘+𝑡+𝑛 − 𝑠(𝑡))𝑥𝜍𝑘,𝑡
𝑛+1(𝑥) + (𝑠(𝑡) + 𝑣𝑘,𝑡

𝑛 )(𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+𝑛)𝜍𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥), (3.3a)
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𝛾𝑘+𝑡+𝑛(𝑠(𝑡) + 𝑣𝑘,𝑡
𝑛 )𝜍𝑘,𝑡

𝑛 (𝑥)

= 𝑠(𝑡)(𝛾𝑘+𝑡+𝑛 + 𝑣𝑘,𝑡
𝑛 )𝜍𝑘,𝑡+1

𝑛 (𝑥) + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛 − 𝑠(𝑡))𝑣𝑘,𝑡
𝑛 𝑥𝜍𝑘,𝑡+1

𝑛−1 (𝑥). (3.3b)

ここで，(3.3)から

𝜍𝑘,𝑡
𝑛+1(𝑥) = ⎛⎜

⎝
1 + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡

𝑛
1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡

𝑛−1

1 + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡
𝑛−1

⎞⎟
⎠

𝑥𝜍𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)

− (𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡
𝑛

1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡
𝑛−1

1 + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡
𝑛−1

(𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)𝜍𝑘,𝑡
𝑛−1(𝑥)

= ⎛⎜
⎝

1 + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛

1 + (𝑠(𝑡−1))−1𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛+1

1 + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛+1

⎞⎟
⎠

𝑥𝜍𝑘,𝑡
𝑛 (𝑥)

− (𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛

1 + (𝑠(𝑡−1))−1𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛+1

1 + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛+1

(𝑥2 + 𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)𝜍𝑘,𝑡
𝑛−1(𝑥).

が得られるから，𝑣𝑘,𝑡
𝑛 が満たすべき両立条件は

𝑣𝑘,𝑡
𝑛

1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡
𝑛−1

1 + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡
𝑛−1

= 𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛

1 + (𝑠(𝑡−1))−1𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛+1

1 + (𝛾𝑘+𝑡+𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛+1

, (3.4a)

𝑣𝑘,𝑡
0 = 0 for all 𝑘 and 𝑡, (3.4b)

である．これは運搬車付き箱玉系の時間発展方程式を導出する際に用いられた離散 mKdV方程
式 [9]の非自励版である．なお，𝛾𝑘+𝑡+𝑛 → ∞の極限をとれば，非自励離散mKdV方程式 (3.4)は非
自励離散 Lotka–Volterra方程式

𝑣𝑘,𝑡
𝑛 (1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡

𝑛−1) = 𝑣𝑘,𝑡−1
𝑛 (1 + (𝑠(𝑡−1))−1𝑣𝑘,𝑡−1

𝑛+1 )

へと簡約される．

モニック型RII格子 (2.4)と非自励離散mKdV方程式 (3.4)の間のMiura変換が，(3.1), (3.2), (3.3)
から次で与えられる：

𝑞𝑘,𝑡
𝑛 = (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡

2𝑛+1
1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡

2𝑛

1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡
2𝑛

= (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡−1
2𝑛+1

1 + (𝑠(𝑡−1))−1𝑣𝑘,𝑡−1
2𝑛+2

1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛+1)−1𝑣𝑘,𝑡−1
2𝑛+2

,

𝑒𝑘,𝑡
𝑛 = (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡

2𝑛
1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡

2𝑛−1

1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡
2𝑛−1

= (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡−1
2𝑛

1 + (𝑠(𝑡−1))−1𝑣𝑘,𝑡−1
2𝑛+1

1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡−1
2𝑛+1

,

̃𝑞𝑘,𝑡
𝑛 = (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 − 𝑠(𝑡))−1𝑠(𝑡)(1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡

2𝑛+1)(1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡
2𝑛 )

= (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 − 𝑠(𝑡))−1𝑠(𝑡)(1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘−1,𝑡
2𝑛+1 )(1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘−1,𝑡

2𝑛+2 ),

̃𝑒𝑘,𝑡
𝑛 =

(𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 − 𝑠(𝑡))𝑣𝑘,𝑡
2𝑛 𝑣𝑘,𝑡

2𝑛−1

𝑠(𝑡)𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1𝛾𝑘+𝑡+2𝑛(1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡
2𝑛 )(1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡

2𝑛−1)

=
(𝛾𝑘+𝑡+2𝑛 − 𝑠(𝑡))𝑣𝑘−1,𝑡

2𝑛 𝑣𝑘−1,𝑡
2𝑛+1

𝑠(𝑡)𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1𝛾𝑘+𝑡+2𝑛(1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)−1𝑣𝑘−1,𝑡
2𝑛 )(1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1𝑣𝑘−1,𝑡

2𝑛+1 )
.

さらに (3.3)から，

1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡
2𝑛

1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛)−1𝑣𝑘,𝑡
2𝑛

=
𝜑𝑘,𝑡+1

𝑛 (0)
𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (0)
,
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1 + (𝑠(𝑡))−1𝑣𝑘,𝑡
2𝑛−1 = (−𝑠(𝑡))−1 𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (−𝑠(𝑡))
𝜑𝑘+1,𝑡

𝑛−1 (−𝑠(𝑡))
,

1 + (𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)−1𝑣𝑘,𝑡
2𝑛−1 = (−𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)−1 𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (−𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)
𝜑𝑘+1,𝑡+1

𝑛−1 (−𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)

を得る．これより，非自励離散mKdV方程式 (3.4)の Hankel行列式解が

𝑣𝑘,𝑡
2𝑛+1 = 𝛾𝑘+𝑡+2𝑛𝑞𝑘,𝑡

𝑛
𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (0)
𝜑𝑘,𝑡+1

𝑛 (0)
=

𝜏𝑘,2𝑛,𝑡+1
𝑛 𝜏𝑘+1,2𝑛+1,𝑡

𝑛+1

𝜏𝑘,2𝑛+2,𝑡
𝑛+1 𝜏𝑘+1,2𝑛−1,𝑡+1

𝑛
,

𝑣𝑘,𝑡
2𝑛 = 𝑠(𝑡)𝑒𝑘,𝑡

𝑛
𝜑𝑘+1,𝑡

𝑛−1 (−𝑠(𝑡))
𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (−𝑠(𝑡))
𝜑𝑘,𝑡

𝑛 (−𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)
𝜑𝑘+1,𝑡+1

𝑛−1 (−𝛾𝑘+𝑡+2𝑛−1)
= 𝑠(𝑡)𝛾𝑘+𝑡+2𝑛

𝜏𝑘,2𝑛+1,𝑡
𝑛+1 𝜏𝑘+1,2𝑛−2,𝑡+1

𝑛−1

𝜏𝑘,2𝑛−1,𝑡+1
𝑛 𝜏𝑘+1,2𝑛,𝑡

𝑛

で与えられる．
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