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質量を交換しながら相互作用する２粒子

富山大・工　角畠　浩 (Hiroshi Kakuhata)

Faculty of Engineering, University of Toyama

概要

2 ソリトン相互作用に対応する質量交換型の 2 体力学系を考察した。質量の時間発展を拘束条件
として閉じた力学系を構成した。

1 はじめに
ソリトンは衝突によっても壊れず，その個性を失わない粒子のような波動である [1]。これまで
に，ソリトン相互作用に対応するソリトン粒子の２粒子系を構築することを目指してきた [2, 3]。し
かし，ソリトンの相互作用は並進不変であるにもかかわらず，r = (X, Y, Z) をストリングの位置ベ
クトル，τ を時間，σ をストリングに沿う弧長に対応するパラメータとする連立非分散方程式

∂2
τr − ∂2

σr = (∂τr + ∂σr) × (J × r), (1)

の２ソリトン解 [4, 5]を用いてソリトンの軌道を求め，その加速度を計算すると，質量を一定とする
単純な粒子モデルでは，ソリトン粒子の相互作用は並進不変性を破り，全運動量を保存しないよう
に見える。従来のソリトン粒子の相互作用ではこの点が十分考慮されていないようである [6] 。全
運動量が保存されるためにはソリトン粒子間で運動量を運ぶ「もの」が必要である。連立非分散方
程式に限らず KdV 方程式など多くのソリトンの相互作用でもソリトンの振幅が変化する様子が観
察される。ソリトン相互作用において振幅を質量と見なせば，ソリトン粒子の２体系は可変質量の
粒子に対する２体問題になる。しかし質量を交換する粒子系の相互作用はあまり調べられていない
ようである。以前に，連立非分散方程式のソリトン衝突の挙動を念頭におきながらも，このソリト
ン相互作用に直接対応する粒子系のモデルを構成するのではなく，閉じた系ではないが質量を交換
しながら相互作用する２粒子系の出来るだけ簡単で解析解を持つ toy model を構成した [7]。
以下では，可変質量の２体系を閉じた力学系として定式化することを述べる。

2 質量一定の 2粒子系
本節では，質量が一定の sech 2 型のポテンシャルを持つ簡単な 2粒子系でどのような相互作用が
起こるのかを見る。初期条件として，質量 m1，m2 の粒子がそれぞれ速度 v と −v で衝突する場
合を考える。この系はラグランジアン

L =
1

2
m1q̇1

2 +
1

2
m2q̇2

2 − g

2
sech 2r (2)
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で与えられる。ただし，qn は各粒子の座標で，記号 “ ˙ ” は時間 t による微分を表し，r は相対座標

r = q2 − q1

である。よく知られているように，重心と相対座標に対する運動方程式は完全に分離し，

MQ̈ = 0,
µr̈ = g sech 2r tanh r

(3)

で与えられ，重心の運動方程式は自由粒子の運動方程式になる。ここで全質量 M，重心座標 Q，換
算質量 µ はそれぞれ

M = m1 + m2,

Q =
m1q1 + m2q2

M
,

1

µ
=

1

m1
+

1

m2

(4)

である。相対座標 r に対する運動方程式の解には３つのタイプがあり，運動エネルギーとポテン
シャルの高さ g/2 （結合定数）の比であるパラメータ

a =
g

4µv2

により分類される。a > 1 のときは g > 0 であり，粒子が跳ね返る解

r = sinh−1(
√

a − 1 cosh 2vt), (5)

が存在し，a < 1 では通過型の解で

r = sinh−1(
√

1 − a sinh 2vt), (6)

である。このときには g < 0（引力）の場合を含む。この他に a = 1 の無限の時間をかけて互いに
近づく解

r = sinh−1 e2vt, (7)

がある。次節で述べるように，非分散連立方程式では，ソリトン間に斥力が働く場合があり，特に
解 (5) を重視する。

3 質量を交換する粒子のモデル
まず可変質量で並進不変性を持つ２ソリトン粒子のモデルとして

L = 1
2
m1q̇1

2 + 1
2
m2q̇2

2 − U(r) (8)

で与えられるラグランジアンをまず考える。ここで，U(r) はポテンシャルであるが，通常の２体系
とは異なり，mn(n = 1, 2) は定数ではない。ただし，全質量 M = m1 + m2 は定数とし，質量の
差 m = m2 − m1 が定数ではないとする。
実際に系の挙動を知るため，連立非分散方程式のループソリトンの衝突を参考にし，m の挙動を
考える。連立非分散方程式のソリトン相互作用においては，２つのソリトンが位相速度 v と −v で
正面衝突するとき，衝突の仕方によって３つのパターン：
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図 1 v = 0.12, v = 0.24, v = 0.12

1. 正（負）の振幅同士の衝突のときは，小さい相対速度ではソリトン同士が重ならず弾くように
衝突し，

2. 大きい相対速度では小さいループが大きいループの中を回る。
3. 正と負の振幅の衝突のときには，小さいループが一時的に消え，大きいループがさらに大きく
なる。

がある。これと同様の振る舞いをするためには，質量差が相対距離の関数，すなわち，m = m(r)

とすると，跳ね返り相互作用では質量が元に戻ってしまうので，m = m(t) あるいはm = m(ṙ) で
なければならない。ソリトン相互作用で弾く場合の様子（図 1の左の図）から，質量の漸近的振る
舞いは

m1 → µ1, m2 → µ2 as t → −∞,
m1 → µ2, m2 → µ1 as t → ∞,

であると考えられる。ここで µ1 と µ2 は衝突前（t → −∞）のそれぞれの粒子の質量で定数であ
る。ただし，図 1 のソリトンの相互作用にあわせて µ1 > µ2 とする。すると，最もナイーブには

Μ1

Μ2

Μ1

Μ2

図 2 behavior of mass

Ṁ = 0 を満足しながら，個々の質量が

m1 = m1(t) =
M − m(t)

2
,

m2 = m2(t) =
M + m(t)

2
,

(9)
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で与えられなければならない。すると，質量差 m は図 2の様に

m ∼ tanh 2vt, (10)

と振る舞うであろうと予想される。
さて，可変質量の２体系に対するラグランジアンを

L =
1

2
m1q̇1

2 +
1

2
m2q̇2

2 − U(r) (11)

で与えたとき，m の関数形が不明では運動方程式を解くことはできない。しかし，m の関数形を
m ∼ tanh 2vt と固定してしまえば，一定質量の場合の３つの相互作用を再現できない。そこで，解
(5) の導関数 ṙ が漸近的に tanh 2vt であることに着目し，拘束条件，m = αṙ をおく（α は定数）。
しかし，この拘束条件は non-holonomic なので単純に Lagrange 乗数としてラグランジアンに加
えることは出来ない。また，拘束条件により運動項が非線形となり，そのような非線形常微分方程
式を解くことは一般に困難である。従って，以下では前節の一定質量の解 (5) ∼ (7)を解として許
容するポテンシャル U(r) を求める。系を閉じた力学系とするためラグランジアン

L =
1

2
m1q̇1

2 +
1

2
m2q̇2

2 − U(r) − V (m) (12)

で与えられる系を考察する。ここで U(r) はソリトン粒子間のポテンシャル，質量 m1 と m2 は全
質量 M と質量差 m を用いて

m1 =
M − m

2
, m2 =

M + m

2
(13)

と与えられ，V (m) は
V (m) =

h1

2
m2 − h2

4
m4 (14)

とするが， m を乗数のように扱うのでこれをポテンシャルとは考えない。なお，h1 と h2 は初期
条件から決める。運動方程式は

d

dt
(m1q̇1) =

1

2
(M − m)q̈1 −

ṁṙ

2
=

dU

dr
,

d

dt
(m2q̇2) =

1

2
(M + m)q̈2 +

ṁṙ

2
= −dU

dr
,

1

4
(q̇1 + q̇2)ṙ − m(h1 − h2m

2) = 0

(15)

である。この m の運動方程式である第 3 式は m の時間発展を記述していないので拘束条件であ
る。運動方程式 (15) の第 1式と第 2式を加えて運動量保存則

d

dt
(m1q̇1 + m2q̇2) =

1

2

d

dt
[M(q̇1 + q̇2) + mṙ] = 0 (16)

を得る。これは並進不変性を反映している。また，両式の差から相対座標の運動方程式

1

4

d

dt
[Mṙ + m(q̇1 + q̇2)] = −dU

dr
, (17)

が得られる。これは r のみの方程式ではないが，方程式 (16) を積分した値を P0 とすれば

1

4

d

dt

h

Mṙ +
m

M
(2P0 − mṙ)

i

= −dU

dr
, (18)
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になる。P0 を用いれば，拘束条件から

1

4
(2P0 − mṙ)ṙ = (h1 − h2m

2)m

なるので，さらに m = αṙ とすれば

1

4M
(2P0 −

m2

α
) = α(h1 − h2m

2)

を得る。従って，h1 と h2 を

h1 =
P0

2αM
, h2 =

1

4α2M

とする。相対座標の運動方程式 (18) に m = αṙ を用い，ṙ を乗じて， r のみに対する方程式

1

8

»„

M +
2P0α

M

«

ṙ2 − 3α2

2M
ṙ4

–

= ε − U(r)

を得る。ここで ε は積分定数である。
t → −∞ で q̇1 = v, q̇2 = −v である初期条件の下で，一定質量の場合の解 (5)，(6)，および

(7) が

M(q̇1 + q̇2) + mṙ = 2P0,

1

8

»„

M +
2P0α

M

«

ṙ2 − 3α2

2M
ṙ4

–

= ε − U(r)
(19)

の解になるようにポテンシャル U(r) を求める。ただし，a は単なるパラメータとした。初期条件
から

α = −m∞

2v
, ε =

v2

2

„

M − m2
∞

2M

«

, P0 = −m∞v, (20)

と設定する。すると全ての場合に対して

U(r) =
g1

2
sech 2r +

g2

4
sech 4r (21)

を得る。ここで

g1 =

„

M − 2m2
∞

M

«

av2, g2 = 3
m2

∞

M
a2v2 (22)

である。g1 を独立なパラメータと見なすと，パラメータ a は

a =
Mg1

(M2 − 2m2
∞)v2

で与えられる。g2 は常に正なので，sech 4 ポテンシャルは必ず斥力であり，たとえ，g1 < 0 で
sech 2 ポテンシャルが引力的であっても

M > −m∞ >
M√

2

のとき粒子の跳ね返りが起こる。すなわち，このとき十分遠方で引力が作用していても，近距離で
は sech 4 ポテンシャルが支配的になる。
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4 振動解
この節では，ソリトン的な挙動をする２粒子系から離れて，質量を交換しながら振動する非線形
振動子を手短に述べる。解として振幅が A ，振動数が ω の単振動解

r = A sin ωt

を仮定すれば，前節と全く同様の計算によって，4次の非線形ポテンシャル

U(r) =
k1

2
r2 +

k2

4
r4

を得る。ここで

k1 = 2

„

3α2

M
ω2A2 − M

«

ω2, k2 =
6α2

M
ω4

である。r2 ポテンシャルは斥力を許容しうるが，k2 > 0 なので r4 ポテンシャルは必ず引力である。

5 Summary

ソリトン粒子の力学を構成することを目指して，質量を交換しながら相互作用する粒子の厳密な
解析解を持つごく簡単な toy model を閉じた系として構築した。このとき問題設定を逆問題とし
て，一定質量に対する運動方程式 (3) の解 (5)，(6)，および (7) を用いて，拘束条件で質量を与え，
それぞれの場合に同一のポテンシャル (21) を得た。質量を交換する結果，一定質量とは異なり遠距
離では引力であっても近距離では斥力が働き跳ね返る解が存在する。そのため，おそらくはソリト
ンの漸近的挙動だけでは大域的な挙動を記述するのは困難な可能性がある。従って，まだソリトン
の運動には十分対応しないし，他の可能性もあり得る。実際のソリトンの運動に適用することが課
題となる。また，ソリトン粒子の運動とは別に単振動する解が満たすポテンシャルを求めた。それ
は 2次のポテンシャルと 4次のポテンシャルの和で与えられる。
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