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概要

空間曲線が時間とともに変形していくとき, その曲率も変化していくが, 特定のルールにしたがう変形に
対しては曲率の時間変化がソリトン方程式で記述されることが知られている. 本稿では離散微分幾何の観点
から, そのような変形の離散化について述べる. とくに, 捩率が一定な空間離散曲線に対して, その捩率を保
存するような離散的変形を離散可積分系理論の立場から定式化することが目標である.

1 はじめに
空間曲線の変形理論においては, 可積分条件として, 例えばラム [15]や橋本 [6]を始めとする多くの研究者に
よって提示されたように, modified KdV (mKdV) 方程式や非線形シュレディンガー (NLS) 方程式, およびそ
れらの階層が自然に現れることが知られている. 本講究録の [20]も参照されたい. その後, 離散微分幾何の研
究の流れを受けて, 離散化された曲線の連続変形が多く考察されてきた. 例えば平面離散曲線の連続変形は [4]

[10] [11], 空間離散曲線の連続変形は [4] [8] [17]などが挙げられ, そこでは半離散mKdV方程式や半離散 NLS

方程式によって記述されるような, 離散曲線の連続変形が定式化されている. つぎに離散曲線の離散的な変形
に目を向けよう. 平面離散曲線については離散 mKdV方程式で記述される変形 [16] [12]が知られている. と
ころが, 空間離散曲線については離散可積分系理論の視点にたった研究がほとんどなく, ひとつには [5]で離散
サイン・ゴルドン方程式による変形が, またもうひとつには [9][18]で離散 NLS方程式による変形がそれぞれ
わずかに議論されている程度である.

本稿の目的は, 定捩率な空間曲線の空間上の mKdV流 [15]の離散的類似を提示することである. すなわち,

捩率が一定の空間離散曲線に対して, その捩率と弧長をともに保存するような離散的変形を, 離散 mKdV方程
式をもちいて記述することが目標である.

2 空間離散曲線
本節では空間離散曲線とそのフルネ枠を導入し, 空間離散曲線に対するフルネ・セレの公式を述べる.

定義 2.1 写像 γ : Z → R3, n 7→ γn について, もしどの連続する 3点 γn+1, γn, γn−1 も共線でないならば, こ
れを空間離散曲線という. 空間離散曲線 γ に対して

εn = |γn+1 − γn|

とおき, 函数 εを弧長函数あるいは単に弧長と呼ぶ. また

Tn =
γn+1 − γn

εn
, Nn = Bn × Tn, Bn =

Tn−1 × Tn

|Tn−1 × Tn|

によって定まる写像 T,N,B をそれぞれ接ベクトル, 主法線ベクトル, および陪法線ベクトルと呼ぶ. さらに,

写像 Φ : Z → SO(3), n 7→ Φn = [Tn, Nn, Bn]を空間離散曲線 γ のフルネ枠と呼ぶ.

フルネ枠 Φは差分方程式
Φn+1 = ΦnR1 (−νn+1)R3 (κn+1)
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をみたす. これは空間離散曲線に対するフルネ・セレの公式である. ただし R1, R3 は回転行列

R1 (θ) =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 , R3 (θ) =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1


であり, κ : Z → (0, π)と ν : Z → [−π, π)はつぎの式で定義される角度である.

〈Tn, Tn−1〉 = cos κn, 〈Bn, Bn−1〉 = cos νn, 〈Bn, Nn−1〉 = sin νn.

函数 κがだいたい曲率のような役割を果たし, 函数 ν がだいたい捩率のような役割を果たすが, その詳細には
立ち入らない. 以後, 定捩率の空間離散曲線を考えるため, 捩率については正確に次の定義を与える.

定義 2.2 函数 λn = (1/εn) sin νn+1 を空間離散曲線の捩率と呼ぶ.

また, 後の記号の便利のために
an =

(
1 + tan2 νn+1

2

)
εn

とおく.

3 空間離散曲線の等周等距離変形
本節では, 定捩率 λの空間離散曲線 γ に対して, その離散的変形を議論する. 以後, 3点 γn+1, γn, γn−1 を
通る平面を点 γn における接触平面と呼ぶ. 新しい空間離散曲線 γ を次の要領で作ろう.

1. γ の任意の 1点（例えば γ0）をその点における接触平面上の勝手な位置 γ0 に移動し, 移動した距離を δ

とする. ただし δ は 0 < δ < 1/ |λ|をみたすものとする.

2. 各点 γn の接触平面上に, 点 γn を中心として半径 δ の円周 Cn を描く.

3. 各点 γn を次の 3条件をみたす位置 γn に動かす.

（a）円周 Cn 上にある. これを等距離条件という.

（b）弧長を保つ. これを等周条件という.

（c）接触平面の下半平面（すなわち T に関して N と反対側）にある.

初期値 γ0 を決めれば, この手順によって, 新しい空間離散曲線 γ がただひとつ定まる. 条件 3a, 3bに鑑みて,

この変形を等周等距離変形と呼ぶ. ところが残念なことに, 等周等距離変形 γ 7→ γ は一般には捩率を保存しな
い. したがって, 捩率を保存するためには初期値 γ0 の位置をさらに制限する必要がある. われわれの目標はラ
ム [15]の定理の離散化をすること, すなわち, 離散mKdV方程式によって統制されるような捩率保存の等周等
距離変形を定式化することである. 捩率を保存するための条件について, 次の命題を得る.

命題 3.1 正定数 bと定数 w0 を任意に固定する. 定捩率 λの空間離散曲線 γ に対して, 新しい空間離散曲線 γ

を
γn = γn + δ (coswnTn + sin wnNn) , δ =

b

1 + (bλ/2)2

によって定める. ただし数列 wn は差分方程式

wn+1 = −κn+1 + 2arctan
b + an

b − an
tan

wn

2
(1)

で定める. このとき, 次のことが成りたつ.

1. この離散時間発展 γ 7→ γ は等周等距離変形である. とくに γ は
∣∣γn+1 − γn

∣∣ = |γn+1 − γn| = εn をみ
たし, さらに |γn − γn|は nに依らない定数である.
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2. この離散時間発展 γ 7→ γ が捩率を保つための必要十分条件は, 函数 sin(wn+1 + κn+1 − wn−1)がすべ
ての nについて定符号であることである. このとき, もし sin(wn+1 + κn+1 − wn−1) > 0ならば, 空間
離散曲線 γ のフルネ枠 Φ =

[
T , N, B

]
は

Φn = ΦnR3 (wn) R1 (µ) R3 (wn+1 + κn+1) , µ = −2 arctan
bλ

2

をみたす. また, もし sin(wn+1 + κn+1 − wn−1) < 0ならば, フルネ枠 Φは

Φn = ΦnR3 (wn) R1 (µ) R3 (−wn+1 − κn+1) , µ = 2 arctan
2
bλ

をみたす.

証明 すべて直接の計算で分かる. まず, 弧長が保存されることを示す. そのために γ の差分を計算すると

γn+1 − γn =
εn

1 + (bλ/2)2
Φn

cos 2Un + (bλ/2)2 cos 2Vn

sin 2Un − (bλ/2)2 sin 2Vn

−bλ sin (Un + Vn)


である. ただし

Un =
wn+1 + κn+1 + wn

2
, Vn =

wn+1 + κn+1 − wn

2

とおき, 式 (1)からしたがう関係式 an sinUn = b sin Vn を用いた. ゆえに
∣∣γn+1 − γn

∣∣ = εn であり, 弧長が保
存される. したがって特に γ の接ベクトル T は

Tn =
γn+1 − γn

εn
=

1
1 + (bλ/2)2

Φn

cos 2Un + (bλ/2)2 cos 2Vn

sin 2Un − (bλ/2)2 sin 2Vn

−bλ sin (Un + Vn)

 (2)

である. つぎに捩率が保存されるための条件を求める. そのために空間離散曲線 γ の捩率を計算する. 陪法線
ベクトル Bn と主法線ベクトル Nn を求めるために, まず Tn−1 × Tn を計算すると

Tn−1 × Tn =
sin (wn+1 + κn+1 − wn−1)

1 + (bλ/2)2
Φn

−bλ sinwn

bλ cos wn

1 − (bλ/2)2


となる. ゆえに

Bn =
Tn−1 × Tn∣∣Tn−1 × Tn

∣∣ =
sgn (sin (wn+1 + κn+1 − wn−1))

1 + (bλ/2)2
Φn

−bλ sinwn

bλ cos wn

1 − (bλ/2)2

 , (3)

Nn = Bn × Tn =
sgn (sin (wn+1 + κn+1 − wn−1))

1 + (bλ/2)2
Φn

− sin 2Un − (bλ/2)2 sin 2Vn

cos 2Un − (bλ/2)2 cos 2Vn

−bλ cos (Un + Vn)

 , (4)

Bn+1 =
sgn (sin (wn+2 + κn+2 − wn))(
1 + (bλ/2)2

)(
1 + (anλ/2)2

)Φn

 −bλ
(
1 + (anλ/2)2

)
sin (wn+1 + κn+1)

λ
((

1 − (bλ/2)2
)
an + b

(
1 − (anλ/2)2

)
cos (wn+1 + κn+1)

)(
1 − (bλ/2)2

)(
1 − (anλ/2)2

)
− anbλ2 cos (wn+1 + κn+1)


である. したがって, もし sgn (sin (wn+2 + κn+2 − wn)) = sgn (sin (wn+1 + κn+1 − wn−1))ならば

〈Bn+1, Bn〉 =
1 − (anλ/2)2

1 + (anλ/2)2
=

1 − tan2 (νn+1/2)
1 + tan2 (νn+1/2)

= cos νn+1,

〈Bn+1, Nn〉 =
anλ

1 + (anλ/2)2
=

2 tan (νn+1/2)
1 + tan2 (νn+1/2)

= sin νn+1
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であるから捩率が保たれる. 逆も正しい. すなわち sin (wn+1 + κn+1 − wn−1)が定符号であることは捩率保存
のための必要十分条件となっている. 最後にフルネ枠の時間発展を書こう. つまり

Φn = ΦnMn

を満たす行列Mn を求めればよいが, すでに計算したとおり, 行列Mn の各列は (2), (4), (3)の右辺に示した
列ベクトルで与えられる. すなわち, もし sin (wn+1 + κn+1 − wn−1) > 0ならば

Mn =
1

1 + (bλ/2)2

cos 2Un + (bλ/2)2 cos 2Vn − sin 2Un − (bλ/2)2 sin 2Vn −bλ sinwn

sin 2Un − (bλ/2)2 sin 2Vn cos 2Un − (bλ/2)2 cos 2Vn bλ cos wn

−bλ sin(Un + Vn) −bλ cos(Un + Vn) 1 − (bλ/2)2


= R3 (wn)R1 (µ) R3 (wn+1 + κn+1) , µ = −2 arctan

bλ

2

であり, もし sin(wn+1 + κn+1 − wn−1) < 0ならば

Mn =
1

1 + (bλ/2)2

cos 2Un + (bλ/2)2 cos 2Vn sin 2Un + (bλ/2)2 sin 2Vn bλ sinwn

sin 2Un − (bλ/2)2 sin 2Vn − cos 2Un + (bλ/2)2 cos 2Vn −bλ cos wn

−bλ sin(Un + Vn) bλ cos(Un + Vn) −1 + (bλ/2)2


= R3 (wn)R1 (µ) R3 (−wn+1 − κn+1) , µ = 2 arctan

2
bλ

である. �

この命題で述べた手順を繰り返すと, 定捩率 λ の空間離散曲線の列 γ0 = γ, γ1 = γ, γ2 = γ1, . . . , γm =

γm−1, . . .ができる. この時間発展によって, 初期曲線 γ0 に付随する諸量 εn, νn, an はすべて保存されること,

すなわちこれらの函数が時間発展の変数mに依らないことに注意すると, つぎの定理を得る.

定理 3.2 (定捩率な空間離散曲線の空間上の離散mKdV流と離散サイン・ゴルドン流 [13]) 定捩率 λ の空
間離散曲線 γ0 に対して, 空間離散曲線の列 γ1, γ2, . . . を

γm+1
n = γm

n + δm (cos wm
n Tm

n + sin wm
n Nm

n ) , δm =
bm

1 + (bmλ/2)2
, (5)

wm
n+1 = −κm

n+1 + 2arctan
bm + an

bm − an
tan

wm
n

2
(6)

によって定める. ただし正数列 bm と初期値の列 wm
0 は sin

(
wm

n+1 + κm
n+1 − wm

n−1

)
がすべての nについて定

符号であるように与えるものとする. このとき, 以下のことが成りたつ.

1. (等周性) すべてのmについて γm は
∣∣γm+1

n+1 − γm+1
n

∣∣ =
∣∣γm

n+1 − γm
n

∣∣ = εn をみたす.

2. (捩率保存性) すべてのmについて γm の捩率は λである.

3. (時間発展) フルネ枠 Φm
n = [Tm

n , Nm
n , Bm

n ]は

Φm
n+1 = Φm

n Lm
n , Φm+1

n = Φm
n Mm

n (7)

をみたす. ただし行列 Lは
Lm

n = R1 (−νn+1) R3

(
κm

n+1

)
(8)

であり, 各mについてMm
n は次のいずれかで与えられる. もし sin

(
wm

n+1 + κm
n+1 − wm

n−1

)
> 0ならば

Mm
n = R3 (wm

n ) R1 (µm)R3

(
wm

n+1 + κm
n+1

)
, µm = −2 arctan

bmλ

2
(9)

であり, もし sin
(
wm

n+1 + κm
n+1 − wm

n−1

)
< 0ならば

Mm
n = R3 (wm

n ) R1 (µm)R3

(
−wm

n+1 − κm
n+1

)
, µm = 2arctan

2
bmλ

(10)

である.
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4. (両立条件) 行列M が (9)の場合, 組 L,M は離散 mKdV方程式のラックス行列である. すなわち, 写
像 Φについての差分方程式系 (7)の両立条件 Lm+1

n Mm
n = Mm

n+1L
m
n は

wm
n+1 − wm

n−1 = κm+1
n − κm

n+1

であり, ここから (6)を用いて κを消去すると離散 mKdV方程式

wm+1
n+1

2
− wm

n

2
= arctan

(
bm+1 + an

bm+1 − an
tan

wm+1
n

2

)
− arctan

(
bm + an+1

bm − an+1
tan

wm
n+1

2

)
が従う. また, 行列M が (10)の場合, 組 L,M は離散サイン・ゴルドン方程式のラックス行列である.

すなわち, (7)の両立条件より
wm

n+1 − wm
n−1 = −κm+1

n − κm
n+1 (11)

が得られ, これと (6)から離散サイン・ゴルドン方程式

wm+1
n+1

2
+

wm
n

2
= arctan

(
bm+1 + an

bm+1 − an
tan

wm+1
n

2

)
+ arctan

(
bm + an+1

bm − an+1
tan

wm
n+1

2

)
(12)

が従う.

注意 3.3 定理 3.2に関連していくつかの注意を述べる.

1. 定理のなかでも述べたように, 時間発展の各ステップ mについて, 空間離散曲線を離散 mKdV方程式
によって変形させるか, あるいは離散サイン・ゴルドン方程式によって変形させるか, 自由に選択するこ
とができる. この自由度は, 連続系や半離散系にはない, 離散系特有のものである.

2. 公式 (5)とそっくりな式が, 定捩率で速さ 1の空間曲線に対するベックルント変換として知られている
[3]. ただし公式 (5)をその文脈で理解する場合には, 回転角を表す函数 wを, 初期曲線の弧長に関する 1

変数函数と思いなおし, 常微分方程式 w′ = (2/b) sin w − κで定める必要がある. ここで κは曲線の曲
率であり, bは任意定数である. この常微分方程式が出てくる理由は, 負の定曲率曲面に対するベックル
ント変換を思い出すと分かる (たとえば [19, 式 (1.36)]を参照されたい).

3. 定理では述べなかったが, 離散 mKdV方程式や離散サイン・ゴルドン方程式の解をもちいて, 定捩率の
空間離散曲線の捩率保存等周等距離変形列を逆構成することもできる.

4. 空間離散曲線に対する差分間隔は捩率によって変形される. 実際, 空間離散曲線に対して用いている差
分間隔 εn, δm は, 離散 mKdV方程式や離散サイン・ゴルドン方程式の差分間隔 an, bm と

εn =
an

1 + (anλ/2)2
, δm =

bm

1 + (bmλ/2)2

のように関係する. 離散曲線の差分間隔と離散ソリトン方程式の差分間隔を共通にとることができるの
は捩率 λが 0の場合, すなわち平面離散曲線の等周等距離変形 [16] [12]の場合に限ることが分かる.

5. 定捩率 λの空間曲線は, 半径 1/ |λ|の球面 S2 (1/ |λ|)内の曲線と対応する [1] [14]. 空間離散曲線の場合
にも同様の対応関係がある. 実際, 離散曲線 Γ: Z → S2 (1/ |λ|)に対して

γn = λ

n∑
k

Γk−1 × Γk (13)

は R3 内の定捩率 λの離散曲線を与え, 逆に R3 内の定捩率 λの離散曲線 γ とその陪法線ベクトル B に
対して Γn = ± (1/λ)Bn は S2 (1/ |λ|)内の離散曲線を与える. したがって, 定捩率の空間離散曲線 γ に
対する離散時間発展 (5)から, 自動的に, ドリーヴァとサンティニによって得られた球面離散曲線 Γに
対する離散サイン・ゴルドン流 [5, Section 5]が導かれる. ところが逆に, 彼らの離散サイン・ゴルドン
流をもとに公式 (5)を導くのは, 式 (13)からわかるように和分を実行する必要があるため, 困難である.
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6. 離散サイン・ゴルドン方程式という名前の差分方程式は複数存在するが, よく知られているのは広田 [7]

による

sin
θm+1

n+1 − θm+1
n − θm

n+1 + θm
n

4
=

an

bm
sin

θm+1
n+1 + θm+1

n + θm
n+1 + θm

n

4
(14)

だろう. この差分方程式は, 離散サイン・ゴルドン方程式 (12)のポテンシャル版となっている. 実際, 両
立条件 (11)は

wm
n = −

θm+1
n + θm

n+1

2
, κm

n =
θm

n+1 − θm
n−1

2

なるポテンシャル θ の存在を示唆しているが, この変数変換によって, 式 (6)が広田の式 (14)を与える.

定理 3.2では, 函数 sin
(
wm

n+1 + κm
n+1 − wm

n−1

)
が nの函数として定符号であることが, 捩率を保存するため

の必要十分条件であると述べた. しかし本当にこの条件が達成されるような数列の組 bm, wm
0 が存在するのか

どうか, 不明瞭だろう. つぎの命題は, 数列 bm の選び方について, ひとつの十分条件を与えたものである.

命題 3.4 (定捩率条件を達成するための十分条件) 定理 3.2 で述べた空間離散曲線の離散的変形 γm 7→ γm+1

において, 各mについて正定数 bm を

bm < min
{

amin tan (κm
min/4) , −cm +

√
cm

2 + aminamax

}
または

bm > max
{

amax cot (κm
min/4) , cm +

√
cm

2 + aminamax

}
をみたすように選べば, 定数 wm

0 の値によらず, 変形 γm 7→ γm+1 は捩率を保存する. ただし

amin = min
n

an, amax = max
n

an, κm
min = min

n
κm

n , κm
max = max

n
κm

n , cm =
amax − amin

2 cos (κm
max/2)

とおいた. もし bm を前者の条件をみたすように選んだ場合は, 函数 sin
(
wm

n+1 + κm
n+1 − wm

n−1

)
の値は常に正

で, したがって変形は離散 mKdV流である: すなわちフルネ枠は (7), (8), (9)にしたがって変形される. ある
いは bm を後者のように選んだならば, 函数 sin

(
wm

n+1 + κm
n+1 − wm

n−1

)
の値は常に負で, 変形は離散サイン・

ゴルドン流である: すなわちフルネ枠は (7), (8), (10)にしたがって変形される.

4 離散K 曲面
定理 3.2で記述される離散曲線の等周変形列は R3 内で離散曲面をなすが, それは離散 K 曲面である. 離散

K 曲面は, 負の定曲率曲面の離散的類似として, ボベンコとピンカールによって詳しく調べられた [2].

定義 4.1 写像 γ : Z2 → R3, (m,n) 7→ γm
n が各m, nについて次の条件をみたすとき, 離散K 曲面という.

1. 5点 γm
n , γm

n+1, γm
n−1, γm+1

n , γm−1
n が同じ平面上にある. このとき γ は離散漸近網をなすという.

2. |γm
n+1 − γm

n | = |γm+1
n+1 − γm+1

n |かつ |γm+1
n − γm

n | = |γm+1
n+1 − γm

n+1|が成りたつ.

命題 4.2 定理 3.2で記述される空間離散曲線の変形列 γ は離散K 曲面をなす.

証明 直接の計算で

γm−1
n = γm

n − δm−1

(
cos

(
wm−1

n+1 + κm−1
n+1

)
Tm

n ∓ sin
(
wm−1

n+1 + κm−1
n+1

)
Nm

n

)
であることが分かる. ただし右辺の複号は, 行列M を (9)で与えた場合がマイナスで, (10)で与えた場合がプ
ラスである. したがって γ は離散漸近網をなす. さらに

∣∣γm
n+1 − γm

n

∣∣ = εn,
∣∣γm+1

n − γm
n

∣∣ = δm である. �

われわれの提示した公式 (5)は, 離散K 曲面の新しい構成方法を与えている.
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