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1 はじめに

Kadomtsev-Petviashvili（KP）方程式
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は，弱二次元的な非線形長波の伝播を表すモデル方程式である（Kadomtsev and Petviashvili

(1970)）．ここで x座標が主に波が伝わる方向であり，y 座標がそれに直行する方向である．y

座標はスケールが変換されており，元の座標系では x方向に比べゆっくりした変化（弱二次元的）

となっている．KP方程式の重要な特徴の一つとして，二次元的なソリトン解を持つ事があげられ

る．既に広田の方法によって求められるNソリトン解や３本の半無限に伸びるソリトンから構成

される共鳴解（Miles (1977)）が知られていたが，最近，既知の解を含んだ，より広いクラスの新

しい解が提出されている（Biondini and Kodama (2003); Kodama (2004)）．

一方，これまで成層流体やプラズマなどの二次元モデル方程式について孤立波の相互作用が調

べられてきた（Oikawa and Tsuji (2006)）．二本の孤立波を組み合わせたV字波形を初期値とし

て数値的に時間発展を求め，漸近的な波動パターンの解析を行うことにより，ソリトンの進行方

向の成す角度についての依存性や，相互作用によって新しくソリトンが形成される場合の振幅に

ついて明らかにしてきた．

KP方程式についても，曲がった峰を持つ複数の孤立波（これらはソリトン解では無い）を初期

条件として，その時間発展を調べられている（Porubov et al. (2005)）．しかし，直線的な峰を持

つV字型の初期値での時間発展は，これまで既存の解との比較が行われているのみで，新しい解

との比較を行った例は無い．本研究の目的は，この新しい解と，V字型の初期条件からの時間発

展による漸近的なパターンとの詳細な比較を行い，より一般的な孤立波の相互作用に関する知見

を得ることである．

これまでの研究では，振幅の等しい孤立波同士の相互作用を調べてきた．これは数値計算の技

術的な制限であったが，最近この制限を取り除くことができたため，ここでは，特に振幅の異な

る孤立波同士の相互作用について調べる．
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2 KP方程式の解析解

前節で述べた，より広いクラスの解 (Kodama, 2004)は，
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と書ける．これを満たす f を具体的に与える事により，τ 関数と具体的な解が求められる．

ここで，N = 2での以下のような場合を考える．
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以下この解を 2-ソリトン解と呼ぶことにする．ここで，行列Aの形によって，さまざまなパター

ンが表れる．

例として，

A = A3142 =

 1 1 0 −1

0 0 1 1


を考える．この解（A3142解と呼ぶ）の τ を具体的に表すと

τ2 = (k3 − k1) exp(θ1 + θ3) + (k4 − k1) exp(θ1 + θ4) + (k3 − k2) exp(θ2 + θ3)

+(k4 − k2) exp(θ2 + θ4) + (k4 − k3) exp(θ3 + θ4)

である．指数関数の項が５つ含まれているが，ある時刻のある点（x, y, t）を考えた時に，もしそ

のうち一つの項が卓越する（τ 関数が一つの指数関数であらわせる）場合には，u = 0となり，そ

の場所でソリトンは存在しない．また，二つの項が同程度で卓越している場合，その部分にはソ

リトンが存在している．例えば，exp(θ1 + θ4) と exp(θ3 + θ4) が同程度に他の項よりも非常に大

きくなる場所があると，そこでは，τ 関数の他の項を無視して計算することにより

u =
1
2
(k3 − k1)2sech2 1

2
(θ3 − θ1)

で表されるソリトンが存在することがわかる．このソリトンは，振幅が (k3 − k1)2/2，またその峰

の線の向きが θ3 = θ1より x + (k1 + k3)y = const.とそれぞれ k1, k3を使った形で表される．

このA3142解のある時間での波形を図 1に示す．図中のソリトンAが例として述べた exp(θ1+θ4)

と exp(θ3 + θ4) が卓越している場所であり，振幅，向きを k1, k3から求められる．また，ソリト
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図 1: 2ソリトン解（A = A3142）．横軸，縦軸に，それぞれ x, y 軸を取っている．k1 = −1.5,

k2 = 1−
√

2
2 , k3 = 0.5, k4 = 1+

√
2

2 , t = 25.

ン Bは exp(θ2 + θ3) と exp(θ3 + θ4) が卓越している場所であり，振幅，向きを k2, k4から求めら

れる．同様に他のソリトン C～Eも，対応する kによってその振幅を求める事ができる．

逆に，ある A3142解が与えられた時に，例えばソリトン A,Bの振幅と向きから k1, · · · , k4を求

める事も可能である．その場合，他のソリトンはその kで表される振幅，向きを取ることになる．

3 数値計算の結果・考察

本論文での具体的な数値計算法は，Oikawa and Tsuji (2006)などでの孤立波の二次元相互作用

を研究する際に採用された方法とほぼ同様であるが，境界条件の処理について新しい方法を用い

ている．

空間微分の計算については，差分法よりも精度的に有利な擬スペクトル法を用いる．時間発展

についてはCrank-Nicholson法を用いて差分化し，非線形の部分は繰り返しで行う．x方向につい

ては，初期の波動を置く場所は境界から十分距離を置くように設定しており，時間発展の全体で

この条件は保たれる．そのため，x方向には周期境界条件を用いることができる．

一方，y方向については，初期値として振幅の異なる lineソリトンが伸びており，そのままでは

周期境界条件を満たす事はできない．最近スペクトル法で非周期境界条件の問題を解くwindowing

methodが開発された (Schlatter et al. (2005))．これはスペクトル法で解けない変数の代わりに，

両端で０となる window functionを作用させた変数を使って方程式を書き換えて解き，逆変換を

行う事により，元の変数での値を得る，という方法である．ここでは，その方法を応用した方法

を用いる．詳細は辻ら (2008)に述べている．

図 2の (a)を用いて初期条件の説明を行う．初期には，二つのソリトン（図中A,B)が領域の中
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図 2: ソリトンAの振幅が 2.0の場合の時間発展．(a): t = 0. (b): t = 25.

心で交わるようにおく．ソリトン Bは振幅１で常に固定し，ソリトンAの振幅をパラメータとす

る．ソリトンの峰線を x + cy = const.と表すと，ソリトンA,Bはそれぞれ c = −1, 1であり，こ

れも固定する．

図 2はソリトンAの振幅が 2の場合である．時間が経過すると，ソリトンA,Bは峰と直角の方

向に進むので，二つの波は x軸の正の方向へ移動しつつ，領域の中心で相互作用を行う．ある程

度の相互作用を行った後，波動場は定常的な伝播となる．その図を 2(b)に示している．初期から

存在しているソリトンA’，B’に加えて，後方（x軸の負の方向）に新しいソリトンC,Dが形成さ

れている．また，領域の中心にはソリトン Eが存在する．このソリトン Eは両側の端でソリトン

A’及び C，また B’及び Dとそれぞれ交わっており，その間の距離は時間がたつにつれて広がっ

ていく．

この波形は，先に示したA3142解と比較すると非常に良く似ている．実際にソリトンA,Bの振

幅と向き cの値から ki(i = 1, · · · , 4)を求め，そこからソリトンC,D,Eに対応する波の振幅を求め

たところ，いずれもほぼ一致している．なお，A3142解の t = 0での波形は，既にソリトンC,Dが

存在するような波形で，図 2(a)の波形とは一致しない．ここでの計算結果と理論解の一致は，時

間が十分経過した漸近状態でのものである．

ここで，A3142解の解析から，ソリトンAの振幅が 3− 2
√

2 ' 0.172より小さい場合にはA3142

解の条件 k2 < k3が満たされない．特に k2 = k3では，図 1でのソリトンAとソリトンDの振幅が

同じ値をとる．この場合に対応する振幅を初期のソリトンAに与えた数値計算の結果を次に示す．

図 3はソリトン Aの振幅が 0.1の場合である．この場合，時間が経過すると，相互作用部から
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図 3: ソリトンAの振幅が 0.1の場合の時間発展．(a): t = 0. (b): t = 20.

ソリトンA,Bと同じ振幅，方向のソリトンが後方へと形成されていく．相互作用部では，ある程

度の位相ずれが見られるが，波形としてはほぼ重ね合わせのように見える．この場合も，時間が

十分たった後の状態 (b)について，2-ソリトンの理論解に対応するものがあり，図 2の場合の比較

と同様，よく一致している．

図 2に対応するA3142解の解析でもう一つわかることは，ソリトンAの振幅が 3 + 2
√

2 ' 5.828

より大きい場合にはA3142解の条件 k3 < k4が満たされない．特に k3 = k4の場合，図 1でのソリ

トン Cの振幅が０となる．この場合に対応する振幅を初期のソリトンAに与えた数値計算を図 4

に示す．時間が経過した後，ソリトン Bの後方のみにソリトンDが形成される．また，ソリトン

B’とソリトン Dの交点から領域右上に伸びているソリトンは，一見 A’のように見えるが，実際

には新しいソリトンEが生成されており，滑らかにA’とつながっている．この場合の理論解との

適切な比較は，調査中である．現段階では，3つのソリトン B’,D,Eの振幅，向きなどを解析した

結果，Milesの共鳴条件をほぼ満たしている事を確認している．

今後，図 4に対応する理論解との比較や，ソリトンの向き cをパラメーターとした時にどのよ

うな相互作用が起こるのかなどを調べる予定である．
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