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有限オートマトンとスティッカー系に関する
Coqによる形式証明について
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坂下一生 (九大 IMI)
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概 要
有限オートマトンを構成する演算子や文字列の (無限)集合を Coq証明支援
系を用いて形式的に定義しました. ここでは, Ssreflect (Small Scale Reflection
Extension for the Coq system)も利用します. スティッカー系はPăunとRozen-
bergにより 1998年に紹介されたDNA計算のための形式モデルです. 彼らは
有限オートマトンと同等の能力を持つスティッカー系を構成する具体的な構
成方法を示し, スティッカー系の計算能力が有限オートマトンのそれを含む
ことを示しました. しかし,その構成方法には小さな誤りがありました. それ
を修正した構成方法を示すことと同時に私たちの構成方法の正当性に対して,
コンピュータで検証可能な形式的証明を与えることが本研究の目的です. 現
在までに,諸性質を形式証明するための有限オートマトンとスティッカー系の
定義や関数の形式化が出来ました. いくつかの具体例の形式的証明, Păunら
の構成に誤りがあることの形式証明を含めて報告します.

1.はじめに
コンピュータを利用した証明で広く知られているものとして平面地図塗り分け問題で
ある「四色問題」があります. 1976年にAppelとHakenらによってコンピュータの計算
を利用して解決されました [2]. しかし,その計算プログラムに誤りがないのかは簡単に
人で検証できるものではありませんでした. 2004年にGonthier(INRIA,マイクロソフト
研究所)は, Coq証明支援系とその拡張 Ssreflect (Small Scale Reflection Extension[6])を
用いて,プログラムと証明をコンピュータで検証可能な形で与えました [5]. Coqはフラ
ンスの INRIA研究所で開発された証明支援言語で,型付きラムダ計算言語の一種で,プ
ログラムとその正当性を自動検証可能な形で記述するための言語です [3, 4]. 実社会に
おいては,例えば周辺機器との通信プロトコルの実装やハードウェア制御等のプログラ
ムを誤りなく実現するために利用されます. プログラムの自動検証支援系では, Coq以
外にも, Isabelle(英国,ケンブリッジ大学)やAgda(スウェーデン,Chalmers工科大学) な
どが,また,数学定理の検証系では, Mizar(ポーランド, Bialystok大学)などが知られてい
ます. 近年では,数学定理の検証可能証明 (形式化)が注目されており, 2004年の四色定
理の後, 2012年に奇数位数定理の検証可能証明がGonthierらにより完成されています
[7, 13]. さらに, 3次元空間の球面充填に関する問題 (ケプラー予想)についても人手では
証明の検証が難しく, Halesらによりコンピュータで検証可能な形式証明の構築が進め
られています [8]. そして, Voevodsky(プリンストン高等研究所)らはホモトピー理論と
型理論を融合したホモトピー型理論のCoqを用いた定式化に取り組んでいます [10, 14].
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また, Affeldtdと萩原らは情報セキュリティの問題を解決するために,シャノンの定理の
形式証明を発表しています [1].
スティッカー系は分子コンピュータの形式モデルで, 1998年に PăunとRozenbergに

よって紹介されました [9, 11]. スティッカー系におけるスティッカー操作は, Watsonと
Clickにより提唱された DNA二重螺旋の分子模型の構造に基づいています. Păunと
Rozenbergはこの形式モデルの計算能力について考察しました. 例えば, 与えられた有
限オートマトンに対して, それと同等の計算能力を持つスティッカー系を構成し, 有限
オートマトンの受理言語とスティッカー系による生成言語の同等性を証明しました.
スティッカー系の構成方法は具体的ですが, その計算能力の同等性の証明の確認 (検

証)は容易ではありません. そこで,私たちは証明支援系を用いてコンピュータで検証可
能な証明を構成することを試みました. まず最初に, Coq証明支援系での有限オートマ
トンやスティッカー系の定義や基本的な性質の形式証明を構成しました. また,有限オー
トマトンから同等なスティッカー系を構成する関数をCoqの関数として実現しました.
Coqにおいて取り扱いを容易にするために,ドミノの定義とスティッカー操作関数を改
善していますが,多くの関数の実現は, Pereraと溝口によるHaskell言語による実現に準
拠しています [12]. 私たちの構成したCoqモジュールは,文字列,有限オートマトン,受
理言語を取り扱うAutomatonモジュールとドミノ,スティッカー系,生成言語を取り扱
うStickerモジュールの2つです. これらのモジュールを用いて,有限オートマトンとス
ティッカー系に関する様々な性質を形式的に記述し,形式証明を構成することが出来る
ようになります. 現在までに, Păunらのスティッカー系の構成方法には小さな誤りがあ
ることの証明. また,その反例を構成することは形式的に行えました.
本発表では, 有限オートマトンとスティッカー系のCoqによる形式化の紹介, いくつ

かの基本性質の形式証明, Păunらの結果への反例の形式証明を紹介します. 今後の課題
は,一般の有限オートマトンに対してのスティッカー系との計算能力の同等性について
の形式的な証明を構成することです.

2.有限オートマトンとスティッカー系
Nを自然数の集合, Σをアルファベットの有限集合, Σ∗を空文字列 (ε)も含むΣ上の文字
列全体の集合とします. n ∈ Nに対して, Σn = {w ∈ Σ∗| |w| = n}, Σ≤n = {w ∈ Σ∗| 1 ≤ |w| ≤ n}
とします.

定義 2.1 (有限オートマトン) Qを状態の有限集合, Σをアルファベットの有限集合, δ :
Q × Σ→ Q, q0 ∈ Q, F ⊂ Qとするとき, 5つ組M = (Q,Σ, δ, q0, F)を有限オートマトンと
いう.

q0を初期状態, Fを受理集合, δを状態遷移関数と言います. 状態遷移関数 δは q ∈ Q,
x ∈ Σ, w ∈ Σ∗に対して, δ∗(q, ε) = q, δ∗(q, xw) = δ∗(δ(q, x),w) とすることで, 自然に
δ∗ : Q × Σ∗ → Qに拡張することが出来ます.

定義 2.2 有限オートマトンM = (Q,Σ, δ, q0, F)に対して, L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ∗(q0,w) ∈ F}
とし, L(M)をMの受理言語集合という.

定義 2.3 (ドミノ) Σをアルファベット集合, ρ ⊂ Σ × Σとする. l, r ∈ Σ∗, x, y ∈ Nに対し
て, (l, r, x, y)は,以下の条件 (i), (ii), (iii)を満たすときに, (Σ, ρ)上のドミノという.

(i) If x ≥ 0 then (l [i + x] , r [i]) ∈ ρ, 1 ≤ i ≤ min (|r| − x, |l|),



(ii) If y ≥ 0 then
(
l [i] , r

[
i + y
]) ∈ ρ, 1 ≤ i ≤ min (|r| − y, |l|),

(iii) x × y = 0.

(Σ, ρ)上のドミノ全体の集合をDと書くことにします.

定義 2.4 関数 µ : D × D→ D ∪ {⊥}を次のように定義する.

µ ((l1, r1, x1, y1) , (l2, r2, x2, y2)) =

(l1l2, r1r2, x1, y1) (条件 *を満たすとき)

⊥ (それ以外)

(条件 *) (l1l2, , r1r2, x1, y1) ∈ D and x1 + y2 + |r1| = x2 + y1 + |l1|

定義 2.5 (スティッカー系) Σをアルファベットの有限集合, ρ ⊂ Σ × Σ, Dを (Σ, ρ)上のド
ミノ全体の集合とする. 有限集合A ⊂ D, R ⊂ D×Dに対して, 4つ組γ = (Σ, ρ, A,R)をス
ティッカー系と言う.

スティッカー系 γ = (Σ, ρ, A,R)に対して,関係⇒を次のように定義します.

x⇒ y
de f
⇐⇒ ∃ (u, v) ∈ R, y = µ (u, µ (x, u))

⇒∗ を関係⇒の反射推移閉包とします.

定義 2.6 スティッカー系γ = (Σ, ρ, A,R)に対して, LM (γ) = {(l, r, 0, 0) | a⇒∗ (l, r, 0, 0), a ∈
A, |l| = |r|}, L(γ) = {l ∈ Σ∗ | (l, r, 0, 0) ∈ LM(γ)}とし, L(γ)をγの生成言語と言う.

定義 2.7 有限オートマトンM = (Q,Σ, δ, q0, FM)に対して,スティッカー系 γM = (Σ, ρ, A,R)
を次のように定義する.

ρ = {(a, a) | a ∈ Σ},
A = A1 ∪ A2,

A1 = {(x, x, 0, 0) | x ∈ L (M) , |x| ≤ k + 2},

A2 =

k+1∪
i=1

{(xu, x, 0, 0) | x ∈ Σ(k+2−i), u ∈ Σi, δ∗ (0, xu) = i − 1},

R = D ∪ F,

D =

k+1∪
i=1

k+1∪
j=1

{((ε, ε, 0, 0), (xu, vx, 0, |v|)) | x ∈ Σ(k+2−i), u ∈ Σi, v ∈ Σ j, δ∗ ( j − 1, xu) = i − 1},

F =

k+2∪
i=1

k+1∪
j=1

{((ε, ε, 0, 0), (x, vx, 0, |v|)) | v ∈ Σ j, x ∈ Σi, δ ( j − 1, x) ∈ FM},

k = |Q| − 1.

定理 2.1
L (γM) = L (M) .



上記の定理 2.1はPăunとRozenbergらにより最初に提示されましたが,証明には小さ
な誤りがありました. 彼らの有限オートマトンからスティッカー系への構成方法に誤り
がありました. 具体的にはFの構成のための添字の範囲がずれていました. 私たちは本
形式化により,そのことを検証出来ました.
有限オートマトン M1 = ({0, 1}, {a, b}, δ1, 0, {1}) (δ1(0, a) = δ1(1, b) = 0, δ1(0, b) =
δ1(1, a) = 1) に対して, 彼らの構成では L(γM1) , L(M1) となります. 我々の定義では,
(abb, ab, 0, 0) ∈ A, ((ε, ε, 0, 0), (aba, baba, 0, 1)) ∈ F, および, µ((abb, ab, 0, 0),(aba, baba,
0, 1)) = (abbaba, abbaba, 0, 0)より, abbaba ∈ L

(
γM1

)を得ます. 一方, [11]の Fの定義で
は ((ε, ε, 0, 0), (aba, baba, 0, 1)) < Fであるために, abbaba ∈ L (M1)であるにも関わらず,
abbaba < L

(
γM1

)となります.
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追記
本原稿は日本数学会 2014年度年会応用数学講演アブストラクト (2014年 3月) (p.59-62)へ掲載
された講演アブストラクトの誤植を訂正し,いくつかの参考文献を追加したものです.
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