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概 要

差分方程式の値を正に制限せずに超離散化する手法として, スピン変数付き超離散化を
導入する. さらに, スピン変数付き超離散化によって得られる超離散方程式に対して, 差分
方程式の特異点閉じ込めテストに対応する可積分性判定法を提案する.

1 はじめに
常微分方程式の可積分性判定法であるパンルヴェテストの離散版として特異点閉じ込めテス
ト (singularity confinement test, SC)が提案されている [1, 2]. 差分方程式の特異性が有限回の
ステップ後に打ち消し合い, 初期値の情報が回復されることを SCに通るといい, これを用いて
離散パンルヴェI,II,III,IV,V方程式が導出されている. SCに通ることは差分方程式が可積分で
あるための必要条件でも十分条件でもないが [3, 4, 5], この性質は差分方程式の可積分性と深い
関連があると考えられる.

一方, 極限操作によって差分方程式の従属変数を離散化する手法 (超離散化)が発見され, 超離
散方程式に対しても SCの超離散版として可積分性判定法が提案されている [6, 7]. 超離散系の
数理モデルを扱う利点の 1つは, 連続系や離散系の場合よりも方程式の持つ特徴がより際立つ
ことであろう. しかし超離散方程式はmax-plus代数上の方程式であり, また超離散極限をとる
ためにはもとの差分方程式の全ての値を正に制限する必要があるため, このような制約下で SC

に対応する可積分性判定法を構築することは難しい.

本稿では, 負の値もとる差分方程式を超離散化する手法 [8](別の手法が [9]にもある)を導入
し, 超離散方程式に対して SCの特徴を保つような可積分性判定法を提案する.

2 スピン変数付き超離散化
まずはじめに, 次の差分方程式を考える.

xn+1 = axn (2.1)

ここで a ∈ R− {0}はパラメータである. (2.1)の一般解は

xn = anx0 (2.2)
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で与えられる. (2.1)を超離散化する場合, 通常 a > 0, xn > 0 (∀n)の制限のもとで a = e
A
ε ,

xn = e
Xn
ε により定義されるパラメータA及び従属変数Xnを導入し, 公式

lim
ε→+0

(e
K
ε + e

L
ε ) = max(K,L) (2.3)

を用いて極限操作を施す. すると (2.1)は以下の超離散方程式に帰着される.

Xn+1 = A + Xn (2.4)

(2.4)の解は
Xn = nA + X0 (2.5)

である. 生物の個体数の数理モデルのように, 正の値のみをとるような数理モデルを扱う上で
は, (2.5)はもとの差分方程式の解 (2.2)の特徴を保存している.

次に, (2.1)の値を正に制限せずに超離散化する方法を示す. まず, スピン変数 σ, σn ∈ {−1, 1}
と振幅変数 b, yn ∈ R>0を導入して a = σb, xn = σnynと書く. さらにスピン関数 s : {−1, 1} 7→
{0, 1}を

s(τ) :=

{
1 (τ = 1)

0 (τ = −1)
(2.6)

で定義し,これを用いてσ = s(σ)−s(−σ), σn = s(σn)−s(−σn)と書く. 最後に b = e
B
ε , yn = e

Yn
ε

とおいて超離散極限をとると, 次の方程式が得られる.

max[Yn+1 + S(σn+1), B + Yn + max{S(σ) + S(−σn), S(−σ) + S(σn)}]
= max[Yn+1 + S(−σn+1), B + Yn + max{S(σ) + S(σn), S(−σ) + S(−σn)}] (2.7)

ただし, 超離散スピン関数 S : {−1, 1} 7→ {0,−∞}は以下のように定義される.

S(τ) :=

{
0 (τ = 1)

−∞ (τ = −1)
(2.8)

(2.7)は陰的な方程式であるが, 次のような陽的な時間発展形式に書き直すことができる.

σn+1 = σσn (2.9)

Yn+1 = B + Yn (2.10)

さらに (2.7)の各点をXn := (σn, Yn)と書くと, (2.7)の解は以下のように表わされる.

Xn = (σnσ0, nB + Y0) (2.11)

(2.7)で σ = σn+1 = σn = 1とおくと (2.4)に帰着される. よって (2.7)は (2.4)を 2つの従属変数
の組Xn = (σn, Yn)に拡張した超離散方程式であり, (2.2)の特徴を全て保存している.

3 特異点閉じ込めテストの超離散化
2階差分方程式xn+1 = f(xn, xn−1)の特異点xnは,任意の初期値xn−1に対して∂xn+1/∂xn−1 =

0を満たすような xnで定義され, 特異性は任意の初期値 xn−1に対して ∂xn+k/∂xn−1 = 0 (k =

1, 2, 3, . . .)を満たす xn+kで定義される. これを踏まえた上で, 超離散方程式の特異点を以下の
ように定義する.
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定義 1. 2階超離散方程式において, 特別な値 Xn = (σn, Yn)をとると任意の初期値 Xn−1 =

(σn−1, Yn−1)に対してXn+1 = (σn+1, Yn+1)が不定になるとき, Xn = (σn, Yn)を超離散方程式の
特異点と定義する. さらに, 任意の初期値Xn−1に対して不定であるようなXn+k = (σn+k, Yn+k)

(k = 1, 2, 3, . . . )を, 超離散方程式の特異性と定義する.

一般に差分方程式の特異性は消えないが, 可積分な差分方程式では時間発展の途中で現れる
不定形が有限確定になることで特異性が消え, 初期値が回復される. 超離散系でこれに相当する
現象は, 次のように言うことができる.

定義 2. 2階超離散方程式で特異点をとって時間発展させると, 再び特異点に戻って初期値の一般
性が回復する時間発展が存在するとき, 超離散特異点閉じ込めテスト (ultradiscrete singularity

confinement test, uSC)に通ると定義する. ただし, 初期値の任意性が失われないような時間発
展を選ぶ.

以上の準備をもとに, 次の差分方程式 [6]から得られる超離散方程式がuSCに通るかを調べる.

xn+1x
γ
nxn−1 = axn + 1 (3.1)

γ = 0, 1, 2のとき, (3.1)はQuispel-Roberts-Thompson (QRT)系とよばれる保存量を持つとい
う意味で可積分な差分方程式であり, SCに通る. ここでは γ = 2とし, a > 0の場合を考える.

(3.1)をスピン変数付きで超離散化すると, 以下の方程式が得られる.

max[Yn+1 + Yn−1 + max{S(σn+1) + S(−σn−1), S(−σn+1) + S(σn−1)}, A − Yn + S(σn),−2Yn]

= max[Yn+1 + Yn−1 + max{S(σn+1) + S(σn−1), S(−σn+1) + S(−σn−1)}, A − Yn + S(−σn)]

(3.2)

さらに, 符号関数 sgn : R 7→ {−1, 0, 1}を

sgn(Z) :=


1 (Z > 0)

0 (Z = 0)

−1 (Z < 0)

(3.3)

で定義すると, Xn 6= (−1,−A)ならば (3.2)は以下のような時間発展形式に書き直される.

σn+1 = σn−1

[
σn

2
{1 + sgn(A + Yn)} +

1

2
{1 − sgn(A + Yn)}

]
(3.4)

Yn+1 = max(A − Yn,−2Yn) − Yn−1 (3.5)

一方, (3.2)にXn−1 = (σn−1, Yn−1), Xn = (−1,−A)を代入すると, σn+1 = 1または σn+1 = −1,

Yn+1 ≤ 2A − Yn−1が得られるので, (3.2)の特異点はXn = (−1,−A)である.

初期値を X0 = (1, F )とし, 特異点 X1 = (−1,−A)をとると, σ2 = 1または σ2 = −1,

Y2 ≤ 2A − F となる. 初期値 Y0の一般性を失わないようにするために Y2は他の値と比べて十
分に小さいという条件を設けて時間発展させると, 以下のように時間発展が一意に定まる. ただ
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し, X2 = (1, Y2)を採用する.

X0 = (1, F )

X1 = (−1,−A)

X2 = (1, Y2), ただし Y2 ≤ 2A − F

X3 = (−1, A − 2Y2) (3.6)

X4 = (−1, Y2)

X5 = (−1,−A)

X6 = (1, Y6) または (−1, Y6), ただし Y6 ≤ 2A − Y2

X5で再び特異点が現れ, さらに Y2が十分に小さいという条件よりX6で一般性が回復されてい
る. よって (3.2)は uSCに通る.

一方, (3.1)で γ = 3のときは SCに通らない. この場合の差分方程式をスピン変数付きで超離
散化すると次の方程式が得られる.

max[Yn+1 + Yn−1 + max{S(σn+1) + S(−σn−1), S(−σn+1) + S(σn−1)}, A − 2Yn,−3Yn + S(σn)]

= max[Yn+1 + Yn−1 + max{S(σn+1) + S(σn−1), S(−σn+1) + S(−σn−1)},−3Yn + S(−σn)]

(3.7)

Xn 6= (−1,−A)ならば, (3.7)は以下の発展形式に書き直される.

σn+1 = σn−1

[
σn

2
{1 − sgn(A + Yn)} +

1

2
{1 + sgn(A + Yn)}

]
(3.8)

Yn+1 = max(A − 2Yn,−3Yn) − Yn−1 (3.9)

(3.7)の特異点はXn = (−1,−A)であり,このときσn+1 = 1またはσn−1 = −1, Yn+1 ≤ 3A−Yn−1

となる.

前と同じ条件のもとで時間発展させると以下の通りになる.

X0 = (1, F )

X1 = (−1,−A)

X2 = (1, Y2), ただし Y2 ≤ 3A − F

X3 = (−1, A − 3Y2)

X4 = (1,−A + 5Y2) (3.10)

X5 = (−1, 2A − 12Y2)

X6 = (1,−2A + 19Y2)

X7 = (−1, 4A − 45Y2)

X8 = (1. − 5A + 71Y2)
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(3.10)の一般項は以下のように表される.

σn =(−1)n (3.11)

Y2m =

{
12 − 7

√
3

6

(
2 +

√
3
)m

+
12 + 7

√
3

6

(
2 −

√
3
)m

− 1

}
A

+

{
−1 +

√
3

2

(
2 +

√
3
)m

+
−1 −

√
3

2

(
2 −

√
3
)m

}
Y2 (3.12)

Y2m+1 =

{
15 − 8

√
3

6

(
2 +

√
3
)m

+
15 + 8

√
3

6

(
2 −

√
3
)m

− 1

}
A

+

{
−
√

3

2

(
2 +

√
3
)m

+

√
3

2

(
2 −

√
3
)m

}
Y2 (3.13)

ただしm = 1, 2, 3, . . .である. (3.10)は再び特異点に戻らないため, (3.7)は uSCには通らない.

最後に, 次の差分方程式 [1]を考える.

(xn+1 + xn−1)xn = axn + 1 (3.14)

ここで a ∈ R− {0}はパラメータであり, (3.14)は SCに通る. 以下, a > 0の場合を考える.

(3.14)の特異点 xn = 0は, 超離散極限をとった後の方程式では現れない. よって, この特異点
を xn = x̃n + a/2によって x̃n = −a/2にシフトすると, x̃に対する以下の方程式が得られる.

(x̃n+1 + x̃n−1)
(
x̃n +

a

2

)
= 1 (3.15)

(3.15)をスピン変数付きで超離散化すると以下の方程式が得られる.

max[max{Yn+1 + S(σn+1), Yn−1 + S(σn−1)} + max{Yn + S(σn), A},
max{Yn+1 + S(−σn+1), Yn−1 + S(−σn−1)} + Yn + S(−σn)]

= max[max{Yn+1 + S(−σn+1), Yn−1 + S(−σn−1)} + max{Yn + S(σn), A},
max{Yn+1 + S(σn+1), Yn−1 + S(σn−1)} + Yn + S(−σn), 0] (3.16)

(3.16)の時間発展形式は以下の通りである.

σn+1 =


−sgn{Yn−1 + max(Yn, A)} (σn−1 = 1, σn = 1のとき)

sgn(A − Yn)sgn{max(Yn,−Yn−1) − A} (σn−1 = 1, σn = −1のとき)

1 (σn−1 = −1, σn = 1のとき)

sgn(A − Yn)sgn{max(A,−Yn−1) − Yn} (σn−1 = −1, σn = −1のとき)

(3.17)

Yn+1 = max{Yn−1,−max(A, Yn)} (3.18)

ただし (3.17), (3.18)は以下の場合には成り立たない.

σn−1 = 1, σn = 1, Yn−1 = −max(Yn, A) (3.19)

σn−1 = 1, σn = −1, A = max(Yn,−Yn−1) (3.20)

σn−1 = −1, σn = −1, Yn = max(A,−Yn−1) (3.21)

Yn−1 > −A, σn = −1, Yn = A (3.22)

Yn−1 ≤ −A, σn = −1, Yn = A (3.23)
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(3.19), (3.20), (3.21)のとき σn+1 = 1または σn+1 = −1, Yn+1 ≤ max{Yn−1,−max(Yn, A)},
(3.22)のときσn+1 = 1またはσn+1 = −1, Yn+1 > −A, (3.23)のときσn+1 = 1またはσn+1 = −1,

Yn+1は任意となる. しかし, これらは任意のXn−1に対する不定性ではないので, Xn+1は特異
性ではない. 一方, (3.16)に一般の初期値 Xn−1 = (σn−1, Yn−1)と Xn = (−1, A)を代入する
と σn+1 = 1または σn+1 = −1, Yn+1 ≥ max(Yn−1,−A)が得られるので, (3.16)の特異点は
Xn = (−1, A)である.

初期値X0 = (1, F )と特異点X1 = (−1, A)をとり, Y2を十分に大きいと仮定して時間発展さ
せると以下のようになる.

X0 = (1, F )

X1 = (−1, A)

X2 = (1, Y2), ただし Y2 ≥ max(F,−A)

X3 = (1, A) (3.24)

X4 = (−1, Y2)

X5 = (−1, A)

X6 = (1, Y6) または (−1, Y6), ただし Y6 ≤ Y2,

(3.24)においては, X5で特異点が現れ, X6で一般性が回復されている. よって, (3.16)は uSCに
通る.

尚, (3.14)の特異点を x̃n = −a/2以外にシフトすると, 特異性が周期的に現れる時間発展が存
在する. このような時間発展に対して uSCを拡張することは今後の課題である.

4 結論
本稿では, 差分方程式の各項をスピン変数と振幅変数に分離することにより, 差分方程式の値

を正に制限せずに超離散化する手法 (スピン変数付き超離散化)を導入した. この手法を用いる
と, もとの差分方程式の特徴をより多く保存するような超離散方程式が得られる.

スピン変数付き超離散方程式は陰的な方程式であるため, 時間発展が一意に定まらない場合
がある. 特に, 一般のXn−1に対してXn+1が不定になるような特別な値Xnを, 2階超離散方程
式の特異点と定義した. すると, SCに通る差分方程式から得られる超離散方程式には, 特異性
が現れた後に初期値の一般性が回復されるような時間発展が存在することが確かめられた. こ
の性質の有無を確かめることを超離散特異点閉じ込めテスト (uSC)と定義し, 超離散方程式の
可積分性判定法として提案した. SCの場合と同様に, uSCは超離散方程式の非自励化や超離散
ソリトン方程式への応用も期待される.
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