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正則化法と全保存型差分法を用いた重力N体問題のシミュレーション

徳島文理大学人間生活学部 峯崎征隆 (MINESAKI Yukitaka)

概 要 重力 N 体問題は N(N −1)/2個の摂動 2体問題と見なせることが知られている．本講演で
は，正則化法で摂動 Kepler問題が持つ特異点を消去した後に，エネルギー保存差分法，多様体修正
法を適用することで，重力 N 体問題が持つ全ての保存量を保つスキームを構成する．このスキーム
は保存量だけでなく，力学的に安定な Lagrange平衡解を高精度に再現する．

1 はじめに

重力 N 体問題 (以下，N 体系と略す)は非可積分系である．そのため，特殊な初期条件を除いて
は，数値積分法を用いて近似的に解を求める以外にその時間発展を知る方法はない．しかしなが
ら，ユークリッド座標系上で従来の数値積分法を N 体系に適用すると誤差が著しく増加する場合
が多い．
その原因は，N 体系の運動方程式が 2体近接遭遇に対応する特異点を持っていることにある．特
異点付近では，わずかな位置の変化によって，極めて大きなポテンシャルの変化が起きるが，数
値計算では有効桁数が限られているために，ポテンシャルの計算値に大きな誤差を含むことにな
る (情報落ち)．そのため，近接遭遇のたびに大きな誤差が発生し，その累積によって最終的には
N 体系の運動を再現できなくなってしまう．
このような誤差の増大を防ぐ方法として，数値積分を行う前に特異点を消去する正則化法があ
る．正則化法として，近接する 2質点のペアが持つ特異点を消去するAaraeth-Zare法 [1]，全ての
2質点のペアが持つ特異点を消去する Heggie法 [5]が知られている．原理上，正則化後に適用で
きる数値積分法に制限はないが，少ない計算量のわりに高精度であるライブラリ [2]が広く用いら
れている．このライブラリは，Aaraeth-Zare法による正則化の後に 4次の Hermite積分法を用い
るコードを含んでいる．
しかしながら，Hermite積分法を含む多くの数値積分法を正則化後に適用した場合，特異点を消
去する前と比べて大幅に小さくなるものの，時間が経つにつれて真の解軌道からのずれが大きく
なっていく．その原因の 1 つとして，これらの数値積分法が N 体系の保存量であるエネルギー，
運動量，角運動量の全てを保つわけではないことが挙げられる．
この問題を解決するためには，正則化後に「N 体系が持つ全ての保存量を保つ数値積分法」を
選択すればよいことになる．この数値積分法は，変数分離 Hamilton系への拡大正準変換を行った
後にエネルギー保存型差分法 ([3]など)を用いるものである．しかしながら，この考え方に基づい
た差分化は，変数分離可能な 2体系，及び摂動 2体問題に関するもの [6],[7]に限られていた．
本研究の目的は，この差分化を一般の N 体系へ拡張することである．この拡張の手順について
は，第 2節から第 5節で説明を行う．さらに，この拡張が高精度に解軌道を再現する例として，3
体問題の Lagrange解，8の字解を挙げる．

2 重力 N 体系 −→ N(N −1)/2個の 2体問題

ユークリッド座標系上の平面 N 体系が持つ Hamiltonianは

H∗(p∗
i ,q

∗
i ) =

N

∑
α=1

1
2mα

(
(p∗α[1])

2 +(p∗α[2])
2
)
−

N−1

∑
α=1

N

∑
β=α+1

mαmβ√
(q∗α[1]−q∗β [1])

2 +(q∗α[2]−q∗β [2])
2

(2.1)

である．ただし，質点 i(i = 1,2, · · · ,N)の質量は mi，正準運動量は p∗
i = (p∗i[1], p∗i[2])，正準座標は

q∗
i = (q∗i[1],q

∗
i[2])である．変数変換
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pi, j[l] =
1

MN

(
m j p∗i[l]−mi p∗j[l]

)
, qi, j[l] = q∗i[l]−q∗j[l] (2.2)

によって，(2.1)は

H(pi,j,qi,j) = H2-body(pi,j,qi,j)+Hpert(pi,j,qi,j), (2.3)

H2-body(pi,j,qi,j) =
N−1

∑
α=1

N

∑
β=α+1

 MN

2mαmβ

(
(pα,β [1])

2 +(pα,β [2])
2)− mαmβ√

(qα,β [1])2 +(qα,β [2])2

, (2.4)

Hpert(pi,j,qi,j) = −
2

∑
l=1

N−2

∑
α=1

N−1

∑
β=α+1

N

∑
γ=β+1

1
2mαmβ mγ

(
mγ pα ,β [l] +mα pβ ,γ[l] +mβ pγ,α[l]

)2 (2.5)

となる．また，変数変換 (2.2)から拘束条件

mγ pα,β [l]+mα pβ ,γ[l]−mβ pα,γ[l] = 0, qα,β [l] +qβ ,γ[l]−qα,γ[l] = 0, 1 ≤ α < β < γ ≤ N, l = 1,2 (2.6)

が導かれる．(2.2)は 4N 個の変数から 2N(N −1)個の変数への変数変換であり，正準変換ではな
い．そのため，pi,j,qi,j は正準変数ではない．しかしながら，pi,j,qi,j は Hamilton系と同じ形の系

d pi, j[l]

dt
=−

∂H(pi,j,qi,j)
∂qi, j[l]

=−
∂H2-body(pi,j,qi,j)

∂qi, j[l]
−

∂Hpert(pi,j,qi,j)
∂qi, j[l]

,

dqi, j[l]

dt
=

∂H(pi,j,qi,j)
∂ pi, j[l]

=
∂H2-body(pi,j,qi,j)

∂ pi, j[l]
+

∂Hpert(pi,j,qi,j)
∂ pi, j[l]

, 1 ≤ i <≤ j ≤ N, l = 1,2 (2.7)

の解である．Heggieは (2.2)と似た変換によって得られた変数が Hamilton系と同じ形の系の解で
あることを証明している [5]が，全く同様の証明によって pi,j,qi,j が (2.7) の解であることを証明
できる．(2.7)は 2つの質点 i, jからなる 2体運動に摂動が加わったものを示している．拘束条件

(2.6)よりHpert(pi,j,qi,j) = 0であり，また
∂Hpert(pi,j,qi,j)

∂ pi, j[l]
=

∂Hpert(pi,j,qi,j)
∂qi, j[l]

= 0なので，(2.7)は 2

体運動を示していると見なしてもよい．2体からなるペア (i, j)の選び方は N(N −1)/2通りある．
このことから，平面 N 体問題 (2.1)は拘束条件 (2.6)を満たしつつ，N(N−1)/2個の 2体問題 (2.7)
に写されることが示された．

3 2体問題の特異点消去と差分化

既に 2体問題が持つエネルギー，角運動量，Laplaceベクトルの全てを保存する差分スキームが
知られている [6],[7]．ここではこのスキームをペア (i, j)からなる 2体系に適用する．

(i, j)系の運動を示す Hamilton系 (2.7)は

d pi, j[l]

dt
= −

mim jqi, j[l](
(qi, j[1])2 +(qi, j[2])2

)3/2 ,
dqi, j[l]

dt
=

MN pi, j[l]

mim j
, 1 ≤ i < j ≤ N, l = 1,2 (3.1)

と書き直される．この系は時間変数 t から
dsi, j

dt
=

1
(Qi, j[1])2 +(Qi, j[2])2 , 1 ≤ i < j ≤ N (3.2)

の関係を満たす仮想時間変数 si, j への変換，及び逆 Levi-Civita変換

Qi, j[1] =

√
qi, j[2] +

√(
qi, j[1]

)2 +
(
qi, j[2]

)2
, Qi, j[2] =

qi, j[1]

Qi, j[1]
,

Pi, j[1] = pi, j[1]Qi, j[2]+pi, j[2]Qi, j[1], Pi, j[2] = pi, j[1]Qi, j[1]−pi, j[2]Qi, j[2], 1 ≤ i < j ≤ N (3.3)
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によって，特異点を持たない Hamilton系
dQi, j[l]

dsi, j
=

MNPi, j[l]

mim j
,

dPi, j[l]

dsi, j
= 2hi, jQi, j[l], 1 ≤ i < j ≤ N, l = 1,2, (3.4)

に写される．ここで，hi, j は (i, j)系が持つエネルギー

Hi, j(Pi, j,Qi, j) =
MN

2mim j

(Pi, j[1])2 +(Pi, j[2])2

(Qi, j[1])2 +(Qi, j[2])2 −
2mim j

(Qi, j[1])2 +(Qi, j[2])2 , 1 ≤ i < j ≤ N (3.5)

の値である．時間変換 (3.2)の差分版を

s(k+1)
i, j − s(k)

i, j

t(k+1)− t(k)
=

1

(Q(k)
i, j[1])

2 +(Q(k)
i, j[2])

2
, 1 ≤ i < j ≤ N (3.6)

とし，Hamilton系 (3.4)にエネルギー保存型差分 [3]を適用すると，差分系

Q(k+1)
i, j[l] −Q(k)

i, j[l]

t(k+1)− t(k)
=

MN

2mim j

P(k+1)
i, j[l] +P(k)

i, j[l](
Q(k)

i, j[1]

)2
+

(
Q(k)

i, j[2]

)2 ,
P(k+1)

i, j[l] −P(k)
i, j[l]

t(k+1)− t(k)
= h(k)

i, j

Q(k+1)
i, j[l] +Q(k)

i, j[l](
Q(k)

i, j[1]

)2
+

(
Q(k)

i, j[2]

)2 (3.7)

ただし，h(k)
i, j = Hi, j(P

(k)
i, j ,Q

(k)
i, j )である．(3.7)は (i, j)系が持つ全ての保存量 (エネルギー，運動量，

角運動量，Laplaceベクトル)を保つ．そのため，(3.7)を (i, j)系の全保存型差分と呼ぶ．特異点
が原因となって，(3.7)で情報落ちが起きることはない．

(3.7)によって，時刻 t(k)における P(k)
i, j[l],Q

(k)
i, j[l]から時刻 t(k+1)における P(k+1)

i, j[l] ,Q(k+1)
i, j[l] が得られる．

P(k+1)
i, j[l] ,Q(k+1)

i, j[l] から，正則化前の変数 p(k+1)
i, j[l] ,q(k+1)

i, j[l] を求めるには，(3.3)の逆変換である Levi-Civita
変換

q(k+1)
i, j[1] = Q(k+1)

i, j[1] Q(k+1)
i, j[2] , q(k+1)

i, j[2] =
1
2

(
(Q(k+1)

i, j[1] )2 − (Q(k+1)
i, j[2] )2

)
,

p(k+1)
i, j[1] =

P(k+1)
i, j[1] Q(k+1)

i, j[2] +P(k+1)
i, j[2] Q(k+1)

i, j[1]

(Q(k+1)
i, j[1] )2 +(Q(k+1)

i, j[2] )2
, p(k+1)

i, j[2] =
P(k+1)

i, j[1] Q(k+1)
i, j[1]−P(k+1)

i, j[2] Q(k+1)
i, j[1]

(Q(k+1)
i, j[2] )

2+(Q(k+1)
i, j[2] )

2
, 1 ≤ i < j ≤ N (3.8)

を用いればよい．

4 N(N −1)/2個の 2体問題 −→重力 N 体系

N体系からN(N−1)/2個の 2体系への変数変換 (2.2)の逆変換は一意的には定まらない．(pi[l],qi[l])
及び (pi, j[l],qi, j[l])を正準変数のペアと見なした場合に，(2.2)の逆変換を

p(k+1)
i[l] =−

i−1

∑
j=1

p(k+1)
j,i[l] +

N

∑
j=i+1

p(k+1)
i, j[l] , q(k+1)

i[l] =
1

MN

(
−

i−1

∑
j=1

m jq
(k+1)
j,i[l] +

N

∑
j=i+1

m jq
(k+1)
i, j[l]

)
,

i = 1,2, . . . ,N, l = 1,2 (4.1)

と選ぶことができる．(4.1)によって，離散時刻 t(k+1)における各質点の運動量，位置 p(k+1)
i[l] ,q(k+1)

i[l]

が求められる．しかしながら，一般にはこれらの量を (2.1)に代入して得られるH∗(p(k+1)
i ,q(k+1)

i )
の数値はH∗(p∗(k)

i ,q∗(k)
i )の数値に一致しない．つまり，離散時刻 t(k)から t(k+1) の時間発展におい

て，エネルギーが保存されていない．その他の保存量 (運動量，角運動量)についても同様である．

保存量が保たれない理由は (3.8) で得られた p(k+1)
i, j[l] ,q

(k+1)
i, j[l] が拘束条件 (2.6) を満たさないことに

ある．2 節で述べたように，Hpert(p
(k)
i, j ,q

(k)
i, j ) = 0 となるので， 離散時刻 t(k) における変数変換

(p∗(k)
i ,q∗(k)

i ) → (p(k)
i, j,q

(k)
i, j) において H∗(p∗(k)

i ,q∗(k)
i ) = H2-body(p

(k)
i, j ,q

(k)
i, j ) が成り立つ．また，逆 Levi-

Civita変換 (p(k)
i, j,q

(k)
i, j) → (P(k)

i, j,Q
(k)
i, j)に対して H2-body(pi,j

(k),qi,j
(k)) = H(P(k)

i, j,Q
(k)
i, j)という
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関係がある．(3.7)がエネルギー保存型差分であることから，(P(k)
i, j,Q

(k)
i, j) → (P(k+1)

i, j ,Q(k+1)
i, j )に対して，

H(P(k)
i, j,Q

(k)
i, j) = H(P(k+1)

i, j ,Q(k+1)
i, j )となる．さらに，Levi-Civita変換 (P(k+1)

i, j ,Q(k+1)
i, j ) → (p(k+1)

i, j ,q(k+1)
i, j )に対

して，
H(P(k+1)

i, j ,Q(k+1)
i, j ) = H2-body(p

(k+1)
i, j ,q(k+1)

i, j )が成り立つ．以上より，

H∗(p∗(k)
i ,q∗(k)

i ) = H2-body(p
(k+1)
i, j ,q(k+1)

i, j ) (4.2)

が導かれる．しかしながら，p(k)
i, j,q

(k)
i, jに対して (2.6)が成り立ったとしても，p(k+1)

i, j ,q(k+1)
i, j が拘束条件

(2.6)を満足するとは限らない．そのため，一般にHamiltonian (2.3)が持つ摂動部分はHpert(p
(k+1)
i, j ,q(k+1)

i, j )

6= 0となる．このことから，変数変換 (p(k+1)
i, j ,q(k+1)

i, j ) → (p(k+1)
i ,q(k+1)

i )に対して成り立つのは，

H(p(k+1)
i, j ,q(k+1)

i, j ) = H∗(p(k+1)
i ,q(k+1)

i )であり，結果として

H2-body(p
(k+1)
i, j ,q(k+1)

i, j ) 6= H∗(p(k+1)
i ,q(k+1)

i ) (4.3)

となる．
以上のことから，差分 N 体系の時間発展 (p∗(k)

i ,q∗(k)
i ) → (p(k+1)

i ,q(k+1)
i ) で Hamiltonian (エネル

ギー)は保たれない．また，この時間発展で運動量は保たれるが，角運動量は保たれない．そのた

め，(p∗(k)
i ,q∗(k)

i )→ (p(k+1)
i ,q(k+1)

i )は N 体系の時間発展を再現しない．N 体系の運動を再現するため

には，エネルギーと角運動量が保存されるように変換 (p∗(k)
i ,q∗(k)

i )→ (p(k+1)
i ,q(k+1)

i )を補正する必要
がある．その補正については次節で述べる．

5 保存量を保つスケーリング変換

多様体修正法 [4]を用いて，エネルギーと角運動量の双方を保存する．角運動量のみを保つよう

にスケーリング変換 (p(k+1)
i ,q(k+1)

i ) → (p(k+1)
i ,q(k+1)

i )を行った後に，エネルギーと角運動量の双方を

同時に保つスケーリング変換 (p(k+1)
i ,q(k+1)

i ) → (p∗(k+1)
i ,q∗(k+1)

i )を行う．このことによって，離散時
刻 t(k)から t(k+1)の時間発展 (p∗(k)

i ,q∗(k)
i )→ (p∗(k+1)

i ,q∗(k+1)
i )は，エネルギー，運動量，角運動量の

保存性を実現する．

最初のスケーリング変換 (p(k+1)
i ,q(k+1)

i ) → (p(k+1)
i ,q(k+1)

i )は

µ(k,k+1) =

√√√√√√√√√
N

∑
i=1

(
p(k)

i[1]q
(k)
i[2]− p(k)

i[2]q
(k)
i[1]

)
N

∑
i=1

(
p(k+1)

i[1] q(k+1)
i[2] − p(k+1)

i[2] q(k+1)
i[1]

) (5.1)

と定義されるスケーリングパラメータ µ(k,k+1) を用いて，

p(k+1)
i[l] = µ(k,k+1)p(k+1)

i[l] , q(k+1)
i[l] = µ(k,k+1)q(k+1)

i[l] , 1 ≤ i < j ≤ N, l = 1,2 (5.2)

と定義できる．この変換によって，角運動量の保存則

N

∑
i=1

(
p∗(k)

i[1]q
∗(k)

i[2]− p∗(k)
i[2]q

∗(k)
i[1]

)
=

N

∑
i=1

(
p(k+1)

i[1] q(k+1)
i[2] − p(k+1)

i[2] q(k+1)
i[1]

)
(5.3)

が得られる．

後のスケーリング変換 (p(k+1)
i ,q(k+1)

i ) → (p∗(k+1)
i ,q∗(k+1)

i )は以下のように定義される ν(k,k+1) で
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p∗(k+1)
i[l] = ν(k,k+1)p(k+1)

i[l] , q∗(k+1)
i[l] =

1
ν(k,k+1) q(k+1)

i[l] , 1 ≤ i < j ≤ N, l = 1,2 (5.4)

となる．N 体系の運動エネルギー T ∗
S (p∗(k)

i )，位置エネルギー V ∗
S (q∗(k)

i )は

T ∗
S (p∗(k)

i )=
N

∑
α=1

1
2mα

(
(p∗(k)α[1])

2+(p∗(k)α[2])
2
)
, V ∗

S(q∗(k)
i )=−

N−1

∑
α=1

N

∑
β=α+1

mαmβ√
(q∗(k)α[1]−q∗(k)β [1])

2+(q∗(k)α[2]−q∗(k)β [2])
2

(5.5)

で表される．これらと Hamiltonian H∗(p∗(k)
i ,q∗(k)

i )によって定義されるパラメータ

ν1 =
−V ∗

S (q(k+1)
i )+

√(
V ∗

S (q(k+1)
i )

)2

+4H∗(p∗(k)
i ,q∗(k)

i )T ∗
S (p(k+1)

i )

2T ∗
S (p(k+1)

i )
,

ν2 =
−V ∗

S (q(k+1)
i )−

√(
V ∗

S (q(k+1)
i )

)2

+4H∗(p∗(k)
i ,q∗(k)

i )T ∗
S (p(k+1)

i )

2T ∗
S (p(k+1)

i )
(5.6)

から

ν(k,k+1) =

{
ν1 (|ν1 −1| ≤ |ν2 −1|の場合)
ν2 (|ν1 −1| > |ν2 −1|の場合)

(5.7)

と定められる．スケーリング変換 (5.2)，(5.4)を行うことで，差分 N体系の時間発展 (p∗(k)
i ,q∗(k)

i )→
(p∗(k+1)

i ,q∗(k+1)
i )は，エネルギーと角運動量の双方を保存するようになる．また，運動量も保存し

ている．
(p∗(k)

i ,q∗(k)
i ) → (p∗(k+1)

i ,q∗(k+1)
i )は N 体系が持つ全ての保存量を保つだけではない．正則化法を

用いて特異点を消去することによって，数値計算誤差の増大を防いでいる．その意味で，この時
間発展は正則化法を経由した N 体系の全保存型差分であるといえる．

6 差分 N 体系による解軌道

質点数が 3である場合の差分 N 体系，すなわち差分 3体系の解軌道と 3体系が持つ解軌道を比
較する．特殊な初期条件に対してのみ，3体系の解軌道が解析的に求められる．そのような解軌道
として，Lagrange平衡解と 8の字解がある．

Lagrange平衡解のなかには，力学的に安定なものと不安定なものが存在する．力学的に極めて
安定な場合には，Hamilton系向け汎用的数値解法である symplectic数値積分法，差分 N 体問題の
双方が極めて高精度に 3体が持つ Lagrange平衡解を再現している (図 1,2)．それに対して，力学
的に安定と不安定の境界付近の場合には，差分 N 体問題は symplectic数値積分法では再現できな
い Lagrange平衡解を再現している (図 3,4)．また，力学的に極めて安定な特殊解である 8の字解
に関しては．symplectic数値積分法，差分 N 体問題の双方が解軌道を再現している (図 5,6)．全て
の初期条件の元で，離散時間幅は 0.05，計算時間を 1000とした．
このことから，力学的に安定でない初期値に対しても，差分 N 体系は N 体系の解軌道の良い近
似を与えることが予想される．
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図 1: symplectic法 (安定な Lagrange解) 図 2: 差分 N 体問題 (安定な Lagrange解)

図 3: symplectic法 (不安定に近い Lagrange解) 図 4: 差分 N 体問題 (不安定に近い Lagrange解)

図 5: symplectic法 (8の字解) 図 6: 差分 N 体問題 (8の字解)
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