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概 要 本研究では，待ち行列理論に歩行距離の効果を導入し，複数窓口の待ち行列に並んでいる

人の平均待ち時間と追い越しの頻度について理論解析とシミュレーションを行った．そして，平均待

ち時間を小さくすることができる待ち行列システムの設計法を考案した．

1 はじめに

待ち行列理論は 20世紀初めの Erlangの電話交換の研究 [1]に始まる．その後 Kendallの記法 [2]

が考案され，Littleの公式 [3]が証明されて，大きく発展してきた．現在では，インターネットや
リソースマネジメント，交通流や歩行者流など数多くの場面で応用されている．
一方最近では，多粒子近似や流体力学，セルオートマトンを用いたモデルで交通流や人の群集
運動の研究が活発に行われている [4]．特にセルオートマトンモデルは時間と空間が共に離散的で
あるため，計算時間が早くシミュレーションが行いやすいという利点がある．また群集運動のセ
ルオートマトンモデルの一つである Floor Fieldモデルでは人の動きは確率過程となるため，理論
的な計算も可能であり，災害時の推定総避難時間を計算して，それを短縮する方法が研究されて
いる [5, 6]．
サービス窓口がボトルネックとなるシステムで待ち行列理論を用いて平均待ち時間を計算する
ことと，脱出口がボトルネックとなるシステムで Floor Fieldモデルを用いて総避難時間を計算す
ることは非常に似ている．しかし，後者はセルで区切られた空間を考慮しているのに対し，前者
はそれを考慮していない．
待ち行列理論から得られる結果の一つに「並列型」の待ち行列 (M/M/1を複数集めたもの (以
下 Parallel)) (Fig. 1 (a))よりも，「フォーク型」の待ち行列 (M/M/s (以下 N-Fork)) (Fig. 1 (b))の方
が待ち時間が短く効率がよいというものがある．しかし，この結果は待ち行列の先頭から窓口ま
での歩行距離という空間構造を考慮していない．窓口の数が非常に多く，窓口ごとの間隔も広い
国際空港の入国審査場などでは，待ち行列の先頭の人が空いた窓口まで歩くのにかかる時間が待
ち時間に無視することのできない影響を及ぼしている．そこで本研究では，セルオートマトンに
より待ち行列の先頭から窓口までの距離を考え，そこを歩く時間の効果を取り入れることにより
待ち行列理論を拡張して，歩行距離の効果を考慮したフォーク型待ち行列 (以下D-Fork) (Fig. 2)の
解析を行った．そしてその解析結果から，混み具合や窓口までの歩行時間とサービス時間の比に
よって ParallelとD-Forkの優劣が変化することを示した．また，ParallelとD-Forkを拡張したり，
組み合わせたりした待ち行列システムも考え，状況に応じた適切な待ち行列形態を求めた．

N-Forkや D-Fork (以下 Fork)では早く来た順にサービスが受けられるという First Come, First

Served (以下 FCFS)の原則が守られるといった，待ち行列理論の式から得られる結果以外のメリッ
トもある．そのためParallelなどの場合に FCFSがどの程度守られないかについても計算を行った．
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図 1: (a) Parallel型待ち行列 (s= 2) (M/M/1×2). (b) N-Fork型待ち行列 (s= 2) (M/M/2). s∈ N,

λ ≥ 0, µ ≥ 0はそれぞれ窓口数，到着率，サービス率を表す．

2 窓口までの歩行距離を考慮した待ち行列モデル

2.1 歩行距離のモデル化

M/M/1, M/M/sといった待ち行列モデルでは，窓口が空くと待ち行列の先頭の人は瞬時にその
窓口に移動しサービスを受け始める．しかし実際は待ち行列の先頭から窓口まで移動するのに時
間がかかるため，すぐにサービスを受けることができない．そこで本研究では，セルオートマト
ンを用いて Fig. 2のように待ち行列の先頭から窓口までの距離をモデル化する [7]．従って，離散
空間を扱うことになる．またシミュレーションを行うため，時間も離散時間を用いることにする．
1セルの長さを ∆l，シミュレーションの 1時間ステップを ∆t ≪ 1と定める．
まずは簡単のため，待ち行列は一番端の窓口 1 (window 1)の前にあり，窓口番号が大きければ
大きいほど待ち行列の先頭から離れていくようなシステム (以下 end)を考える．windowと書かれ
たセルを窓口，それ以外のセルを通路，人が並んでいるセルになっていない部分を待ち行列と呼
ぶことにする．λ , µ はそれぞれ待ち行列理論の平均到着率と平均サービス率である．∆t ≪ 1とし
てシミュレーションを行えば，1ステップ当たり確率 λ∆tで人が入って来て，それぞれの窓口から
確率 µ∆t で出て行く．また，待ち行列の先頭から合流部までのセル数を aセル，合流部から窓口
1までのセル数を bセル，窓口の間隔を kセル，一般に窓口番号 n (1≤ n≤ s)までのセル数を，

dn = a+b+k(n−1) (2.1)

セルと定める．窓口の総数を sとすると，Fig. 2は s= 3, a = 3, b = 2, k = 2の場合を表している．
γ は平均移動率であり，人の歩く速さを vとすると，γ = v/∆l と書け，人は 1ステップに確率 γ∆t

で 1セル移動する．
セルオートマトンとなっているのは，待ち行列の先頭から窓口までの通路のみであり，人が並
んでいる待ち行列は空間構造を持たない．また窓口の状態として，「空き状態」と「稼動状態」を
定義する．空き状態の窓口は，人が窓口まで辿り着いていなくても，待ち行列の先頭の人がその
窓口に向かうことを決定した時点で稼動状態となる．稼動状態の窓口は，サービスを終了して人
が退出すると空き状態となる．

2.2 歩行距離を考慮した平均サービス時間の導出

歩行時間とサービス時間の和を「通過時間」，その逆数を「通過率」と定義する．ここでは窓口
が n個稼動状態であるときの通過率を計算する．

2



CCL (grayL (gray--part)part)

window 1window 1

window 3window 3

window 2window 2

λ

µ

γ

γ

3a = 2b =

2k =
D-Fork (end)

( 3)s =

D1D1
AAAAAA

図 2: D-Fork型待ち行列．領域CLは複数の人が通過するので，自分が進もうとするセルに他の人
がいて進めないことがある．特に Aと書かれたセルはどの窓口に向かう場合でも通過する必要が
あるので，進めない可能性が最も高い領域である．

Fig. 2の灰色部分CLの人の密度は十分に小さく，自分が進むセルが別の人に占有されているた
めに進めない状態 (以下梗塞状態)がない仮定すると，窓口 nの通過時間の確率変数 Tnの期待値
E(Tn)は (2.1)を用いて，

E(Tn) =
1
µ

+
dn

γ
=

1
µ

+
a+b+k(n−1)

γ
(2.2)

と書ける．このとき，n個の窓口が稼動状態のときの平均通過時間は，

E(Tn) =
1
n

n

∑
l=1

E(Tl ) =
1
µ

[1+α +β (n−1)] (2.3)

となり，この逆数が平均通過率 µ̂nとなる．ただし，
α =

(a+b)µ
γ

β =
kµ
2γ

=
1
2

k
γ
1
µ

(2.4)

であり，β は窓口間隔一つ分の歩行時間と，一番近い窓口の通過時間の比の半分である．α = β = 0

とすると，µ̂n = µ となるので，µ̂nは歩行距離を考慮しない場合も含んでいる．
D-Forkの定常状態の状態方程式は，待ち行列システム内に n人いる確率を Pnとすると，

λP0 = µ̂1P1

λPn−1 +(n+1)µ̂n+1Pn+1 = (λ +nµ̂n)Pn (1≤ n≤ s−1)

λPn−1 +sµ̂sPn+1 = (λ +sµ̂s)Pn (n≥ s)

(2.5)

となる．これはN-Fork (M/M/s)の状態方程式のサービス率 µ を平均通過率 µ̂nに置き換えた形に
なっている．この状態方程式はN-Forkの場合と同様に解析的に解くことができて，P0，Pn，全て
の窓口が稼動状態な確率 Pn≥s，平均待ち人数 Lq，平均待ち時間Wqなどを計算することができる
[7]．
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図 3: (a) Parallel, N-Fork, D-Forkの平均待ち時間Wqの比較. (b) Parallel, D-Fork, D-Fork-Center,

D-Parallel-Forkの平均待ち時間Wqの比較. 太線で表される理論解析の結果から，ρ = 0.6では，
ParallelのWqが最大であり，D-Parallel-Fork, D-Fork, D-Fork-Centerと小さくなっていくことが分
かる．パラメータは，s= 4, α = 0, β = 0.05である．

3 平均待ち時間の比較

まずは Parallel, N-Fork, D-Forkのサービスを受け始めるまでの待ち時間Wqを比較する．Fig. 3

(a)はWqを混み具合 ρ (= λ/sµ)に対して描いたものである．図より，いかなる 0≤ ρ < 1におい
てもN-Forkは ParallelやD-ForkよりもWqが小さいことが分かる．Parallelより小さくなるのは歩
行距離を考慮しない待ち行列理論によるM/M/1とM/M/sの比較から，D-Forkより小さくなるの
は距離の効果を考慮していないことから説明できる．興味深いのは，Parallelと D-Forkを比較し
た場合である．Figure 3 (a)では破線と太線の交点が見られ，混み具合 ρが小さいときはD-Forkの
Wqが小さく，ρが大きいときはParallelのWqが小さいことが分かる．Parallelの待ち時間がD-Fork

に比べて長くなるのは，あまり混んでいないとき一つの列に二，三人の客が集まり，空いている
窓口が生じるという現象によるものなので，混んでいるときにParallelの効率の方がよくなるのは
直感と一致している．
また Fig. 3 (b)は，待ち行列の先頭がシステムの中心にある D-Fork-Center (Fig. 4 (a))と 4つの
窓口を 2つずつの D-Forkに分けた D-Parallel-Fork (Fig. 4 (b))の平均待ち時間も合わせて比較し
ている．D-Fork-Centerは D-Forkに比べて歩行距離の影響が小さくなっているため，D-Forkより
も ρ の全ての範囲で待ち時間が短いことが分かる．D-Parallel-Forkは，Parallelよりも小さい ρ で
D-Forkと交点を持つことが分かる．また ρが小さい範囲でも，D-Forkとの待ち時間の差は小さい．
従って，D-Parallel-Forkは Parallelよりも空いている状況に対応でき，D-Forkよりも混んでいる状
況に対応できる，中間的なシステムといえる．

4 追い越し頻度の比較

待ち行列に並んで待っている人は当然待ち時間が短いことを望んでいるが，それを計測してい
るわけではないので多少待ち時間の長さが変化しただけでは気付かない．待ち時間の最小化は，待
ち行列システムを管理する側にとってはシステムを効率よく運用するための重要な指標であるが，
並んで待っている人は絶対的な待ち時間の多少の変化はあまり感じ取ることができないと思われ
る．それよりも，先に並んだ人が後から来た人に抜かれずに先にサービスを受けることができる
FCFSの原則がどれだけ守られているかということが重要であると考えられる．そこで，ここでは
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(a) D-Fork-Center (b) D-Parallel-Fork

図 4: (a) D-Fork-Center型の待ち行列 (s= 4). (b) D-Parallel-Fork型の待ち行列 ((s= 2)×2).

待ち行列に到着した順番とサービスを受け始めるまでの順番の差の標準偏差Uq(S.D.) (追い越し頻
度)を用いて FCFSの原則がどの程度破られるかを調べた．Uq(S.D.)は，人番号 l の人が待ち行列に
並んだ順番 i l とサービスを受け始めた順番 j l，そしてサービスを受け始めた人の累積人数 Nsvを
用いて，

Uq(S.D.) =

√
∑l ( j l − i l )2

Nsv
(4.1)

と定義されるものである．これはすなわち入ってきた順番とサービスを受け始める順番のずれな
ので，FCFSの原則がどの程度守られないかを直接見ている指標である．

Figure 5 (a)を見ると，まず窓口を一つにまとめている D-Forkや D-Fork-Centerでは全く順序
が乱されないことが分かる．そして，D-Parallel-Fork, Parallelと待ち行列が分割されていくほど，
Uq(S.D.)の値が大きくなっている．また ρ の増加に対してUq(S.D.)が増加しており，混んでいる場
合は FCFSの原則が守られにくくなることも見てとれる．
平均待ち時間Wqの考察では，混んでいる場合に待ち行列を分割したParallelの方がよいことが分
かったが，FCFSの原則を考慮すると，D-Forkなどの方がよいことになる．平均待ち時間と FCFS

の原則のトレードオフの基準を考察することは，今後の重要な課題であると考えられる．

5 効率のよい待ち行列形態

実際の待ち行列設計において，サービス時間や歩行時間，混み具合などが分かったときに，どの
ような待ち行列形態の効率がよいのか知ることができれば非常に役立つ．そこで窓口が四つの場
合，ρと β に対してWqを最小にする待ち行列形態を Fig. 5 (b)に示す．Figure 5 (b)を見ると，ρや
β が小さい領域では四つの窓口を全てまとめてD-Forkとした方がよく，大きい領域であれば窓口
を全て独立にしてParallelとした方がよく，間の領域では窓口を二つずつまとめて，D-Parallel-Fork

を形成するのが有効だと分かる．
ここで一つ例を考えてみる．待ち行列の先頭から窓口までの距離を表すのに用いる 1セルの大
きさを 50 cm× 50 cmとする．窓口数 4，平均到着間隔 2.7 [s]，平均サービス時間 7.5 [s]，窓口間
隔 2 [m]，人の平均歩行速度 1.35 [m/s]の場合の適切な待ち行列形態は，ρ ∼= 0.7, β ∼= 0.1となるの
で，Fig. 5 (b)より，D-Parallel-Forkであることが分かる．

(2.4)より，β は窓口間隔を歩くのにかかる時間とサービス時間の比の半分を表す．つまり歩行
時間に対して，窓口でのサービス時間が十分に大きければ，距離を考慮した場合でもD-Forkの方
が効率がよいということである．銀行にあるATM はこの条件を満たしているので，Forkにしてい
ることがデメリットとなっていることはないだろう．しかし窓口の間隔がどうしても広くなって
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図 5: (a) Parallel, D-Fork, D-Fork-Center, D-Parallel-Forkの追い越し頻度Uq(S.D.)の比較. (b) ρ, β に
応じた適切な待ち行列形態 (待ち行列の先頭が端にある場合).

しまうシステム，例えば国際空港の入国審査などはこの条件を満たしているとは言いにくい．そ
こで一つの Forkにまとめてしまうのでなく，D-Parallel-Forkの待ち行列を作るなどの対策が必要
だと考えられる．

6 まとめ

本研究では，歩行時間の効果を取り入れた待ち行列モデルを考え理論解析とシミュレーション
を行った．また，混み具合 ρ と，歩行時間とサービス時間の比 β によって有効な待ち行列形態が
変化することを理論的に示した．現実の待ち行列システムの ρ と β の値が分かれば，この研究成
果を用いて非常に効率のよい待ち行列システムを設計することができる．また先に待ち行列に並
んだ人が先にサービスを受けることができるという First Come First Servedの原則が，どの程度守
られているのかとういことについても調べた．
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