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ブラウン写像について

大阪大学 大学院基礎工学研究科　野邊 厚（NOBE Atsushi）

概 要

Brown写像とは凹 9角形を不変曲線にもつ２次元区分線形写像であり，また周期 9の再帰方
程式という側面ももつ．本稿では，Brown写像は二つの超離散 QRT写像の合成とみなせること
を示し，トロピカル幾何学を用いてその幾何学的背景を説明する．

1 はじめに

次の２次元区分線形写像 Φ : (x, y) 7→ (x̄, ȳ)を考える．

x̄ = ξ(x, y) ȳ = ξ(y, x̄) (1.1)

ここで，ξ(x, y)は次のような x, yのトロピカル多項式 [16]である．

ξ(x, y) := max(−x + y,−x − y) = −x + |y|

写像 (1.1)は Brownによって導入されたので [1]，ここでは Brown写像と呼ぶ．点列 {Pn}n∈Z≥0
が

Brown写像を満たすとしよう：

Pn+1 = Φ(Pn) for n ∈ Z≥0

Brown写像は次の二つの点で特徴的である．

命題 1 ([2, 4, 5]) 1. 点列 {Pn}n∈Z≥0
は周期 9をもつ（Φは周期 9の再帰方程式 [5]である）．

2. 凹 9角形からなる不変曲線をもつ（Φは超離散QRT写像ではない1）．

2節で述べるように，超離散QRT写像に対してはトロピカル楕円曲線を用いた幾何学的解釈が与
えられており，超離散QRT写像は対応するトロピカル Jacobi多様体上の平行移動に他ならないこと
が知られている [12, 13]．本稿では，Brown写像を二つの超離散QRT写像に分解し，対応するトロ
ピカル Jacobi多様体（の類似物）上の平行移動に他ならないことを示す．このようなトロピカル幾
何学的解釈から，Brown写像は周期 9の再帰方程式であることが自然に導かれる．さらに，超離散
テータ関数を用いて，Brown写像の初期値問題の一般解を構成する．

2 超離散QRT写像の幾何学

超離散QRT写像は 2次元区分線形写像の 8パラメータ族であり，各写像 (x, y) 7→ (x̄, ȳ)は次のよ
うに与えられる [15]．

x̄ = F1(y) − F3(y) − x ȳ = G1(x̄) − G3(x̄) − y (2.1)

1QRT写像でない可積分な 2次元有理写像を HKY(Hirota-Kimura-Yahagi)写像と呼ぶことがある [3, 7, 17]
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ここで，FiおよびGi (i = 1, 3)は 8パラメータ α00, α01, α02, α10, α12, α20, α21, α22 ∈ R ∪ {−∞}
を含むトロピカル多項式である：

F1(y) := max (α20 + 2y, α21 + y, α22) F3(y) := max (α00 + 2y, α01 + y, α02)

G1(x̄) := max (α02 + 2x̄, α12 + x̄, α22) G3(x̄) := max (α00 + 2x̄, α10 + x̄, α20)

F1，F3および F2(y) := max (α10 + 2y, α11 + y, α12)を用いて，トロピカル多項式 F (α; x, y)を次の
ように定義する．

F (α; x, y) := max (F1(y), F2(y) + x, F3(y) + 2x)

ただし，αは αij を (i + 1, j + 1)成分としてもつ 3 × 3行列である．さらに α−∞ = α|α11=−∞とお
く．超離散QRT写像 (2.1)は不変曲線

Σκ : κ + x + y = F (α−∞; x, y) (2.2)

の 1パラメータ族 {Σκ}κ∈Rをもち，各不変曲線は高々凸 8角形である [10, 12]．
ここで，パラメータ µ ∈ Rを含むトロピカル多項式Eµ(x, y)を次のように定める．

Eµ(x, y) = max (−µ + F (α; x, y), F (β; x, y))

ただし β = −λ + α|α11=λとおいた．さらに α11 < 0，λ > α11，α00 = −∞と仮定する．Eµ(x, y)で
与えられるトロピカル曲線2を T (Eµ(x, y))と表す．次が成り立つことに注意．

T (Eµ(x, y)) =

T (F (β; x, y)) for µ ≥ λ

T (F (α; x, y)) for µ ≤ α11

仮定 α00 = −∞より，T (Eµ(x, y))は高々3次のトロピカル曲線である [18]．パラメータをうまく選
ぶと T (Eµ(x, y))は滑らかかつ種数１をもつが [16, 18]，このような T (Eµ(x, y))はトロピカル楕円
曲線と呼ばれる [18]．Vigelandによりトロピカル楕円曲線は通常の楕円曲線と同様に加法群の構造を
もつことが示されている [18]．
さて，T (F (α; x, y))は種数１のトロピカル曲線であると仮定しよう3．このとき，任意の µ ∈ Rに

対して T (Eµ(x, y))も種数１である．T (Eµ(x, y))のペンシルを考えよう：

{T (Eµ(x, y))}µ∈R (2.3)

二つの曲線 T (F (α; x, y))および T (F (β; x, y))は全て（高々7本）の半直線を共有しており，それら
がペンシル (2.3)の底点になる．P = (x, y)を R2の任意の点とする．行列 αに含まれるパラメータ
のうち α11のみをうまく選びなおして，T (F (α; x, y))を種数１に保ったまま，次が成り立つように
出来る4．

α11 < x + y − F (α−∞; x, y) < λ

このとき，(2.3)の曲線で P を通るものが唯一つ定まるので，それを C とおく．

2Eµ(x, y)の微分不可能な点全体の集合 [16]．
3以下の議論に滑らかさは影響しないのでこのように仮定する．
4(2.1)は α11, λの値に依存しないことに注意．
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図 1に P1,trop × P1,tropにおける5ペンシル (2.3)を示す．点線および破線はそれぞれ T (F (α; x, y))
および T (F (β; x, y))を，実線は P を通る曲線 C を表す．曲線 C の有限部分（C から全ての半直線
を除いた部分）C̄ は次式で与えられる．

µ + x + y = F (α−∞; x, y)

これは超離散 QRT写像 (2.1)の不変曲線 (2.2)において κ = µとしたものに他ならない．ゆえに，
(2.1)の不変曲線族 {Σκ}κ∈Rはペンシル (2.3)の退化極限 α11,−λ → −∞とみなすことが出来る．

P

CO

T

図 1: ペンシル (2.3)．

Cは高々7本の半直線をもつが，その中に x軸となす角 ϑが
−π/2 < ϑ < π/4なるものが唯一つ存在する．そのような半直
線と C̄との交点である頂点を T とおく．同様に x軸となす角
ϑが π/4 < ϑ < πである半直線も唯一つ存在し，その半直線
と C̄ との交点である頂点をOとおく [12]（図 1）．
いま，C は n個の頂点を含むとしよう．V1 := O ∈ C̄ と

おく．i = 1, 2, . . . , nに対して，反時計回りに見て Vi の隣に
ある頂点を Vi+1 とおき，Vi と Vi+1 とを結ぶ辺を Ei とおく
（Vn+1 := V1）．また，εi = 1/|vi|とおく．ただし viは互いに
素な整数成分をもつEiの方向ベクトルであり |vi|はそのEuclid
長さである，このような準備のもと，C̄ の全格子長 Lおよびトロピカル Jacobi多様体 J(C̄)をそれ
ぞれ次のように定義する [6, 9]．

L =
n∑

i=1

εi|Ei| J(C̄) = R/LZ

さらに，Abel-Jacobi写像 η : C̄→J(C̄)を各頂点で次のように帰納的に定義し，各辺 Ei上へ線形に拡
張する． {

η(V1) = 0

η(Vi+1) = η(Vi) + εi|Ei| (i = 1, 2, . . . , n − 1)

C̄ 上の 2点 P,Qの距離 dC(P,Q)を次で定める．

dC(P,Q) = η(Q) − η(P )

このとき，Oを恒等元とし，C̄ 上の点からなる群 (C̄,O)における加法+が dC を用いて次のように
与えられる．

dC(O, P + Q) = dC(O, P ) + dC(O, Q)

次が成り立つ．

定理 1 ([12]) 超離散QRT写像 P 7→ P̄ (2.1)は群 (C̄,O)の加法である：

P + T = P̄

系 1 ([12]) 超離散 QRT写像 P 7→ P̄ (2.1)は Abel-Jacobi写像 η : C̄ → J(C̄)によりトロピカル
Jacobi多様体 J(C̄)上で線形化される：

η(P ) 7→ η(P̄ ) = η(P ) + η(T )
5P1,trop はトロピカル射影直線 [8, 9]．
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超離散QRT写像 P 7→ P̄ は，C̄とトロピカル直線 Ltrop
1

6，Ltrop
2

7との交叉を用いて幾何学的に実
現できる [12, 13]（図 2）．

3 Brown写像

3.1 不変曲線からの導出

T

O

P Q

P̄

C̄

Ltrop
1

Ltrop
2 *

図 2: 超離散QRT写像 P 7→ P̄ .

前節で述べたように，超離散QRT写像 (2.1)は種数１
のトロピカル曲線とトロピカル直線との交叉を用いて幾
何学的に実現できる．すなわち，不変曲線から幾何学的
に写像を構成できる．同様に，Brown写像 (1.1)もその
不変曲線から幾何学的に導出できる．κ ∈ R>0 に対し，
次を満たす点 (x, y)の集合をΥκとおく（図 3）．

κ = min (H(x, y),H(y, x)) (3.1)

ただし，H(x, y)は次のようなトロピカル多項式である．

H(x, y) := max(x,−y,−x + y,−x − y)

Υκは凹 9角形であり，その 1パラメータ族 {Υκ}κ∈R≥0
が Brown写像の不変曲線族を与える [4]．

P = (x, y)をR2の任意の点とする．このとき P を通る凹 9角形Υκが唯一つ存在する．Υκの頂点
(κ, 2κ)を V1とおき，続けて反時計回りに V2, · · · ,V9とおく（図 3）．また，頂点 Viと Vi+1とを結
ぶ辺を Eiとおく（V10 := V1）．

V1

V2

Υκ

P
Q

P̄

L1

L2

:

図 3: Brown写像 P 7→ P̄．

点P を通り x軸に平行な直線をL1とおく．直線L1は
Υκと 2点で交わるので8，P と異なる交点をQ = (x̄, y)
とおく（図 3）．このとき次が成り立つ [14]．

x̄ = ξ(x, y)

同様に，点Qを通り y軸に平行な直線を L2とおく．直
線L2はΥκと 2点で交わるので，Qと異なる交点を P̄ =
(x̄, ȳ)とおく（図 3）．Υκは y = xに関して対称なので
次が成り立つ．

ȳ = ξ(y, x̄)

したがって，P = (x, y)から P̄ = (x̄, ȳ)への対応は Brown写像 (1.1)に他ならない．

3.2 超離散QRT写像への分解

Brown写像がその不変曲線から幾何学的に構成できる理由は，Brown写像が二つの超離散QRT写
像に分解されるからに他ならない．以下でその分解の様子について説明する．

62点 P，T を通るトロピカル直線として一意に定まる．
72点 Q，O を通るトロピカル直線として一意に定まる．ただし，Qは C̄ と Ltrop

1 の 3番目の交点．
8一般に 2点で交わるとは限らないが，そうでない場合も 2点で交わる場合に帰着できる [14]．
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κ ∈ R≥0とする．次のパラメータ行列 αに対するトロピカル多項式 Eκ(x, y)で与えられるトロピ
カル曲線を Γκとおく．Γκは次数３，種数１のトロピカル曲線である．

α =

−∞ 0 −∞
−∞ −∞ 0
0 −∞ 0

 (3.2)

また，直線 y = xに関して Γκと対称なトロピカル曲線を Γ̌κとおく9．Γ̌κも次数３，種数１のトロピ
カル曲線である．Γκおよび Γ̌κの有限部分 Γ̄κおよび

¯̌Γκはそれぞれ次の式で与えられる．

Γ̄κ : κ = H(x, y) ¯̌Γκ : κ = H(y, x)

一方，(3.2)に対応する超離散QRT写像Ψ : (x, y) 7→ (x̄, ȳ)は次の通り．

x̄ = ξ(x, y) ȳ = −y + max(x̄, 0) (3.3)

(3.3)の不変曲線 Σκは Γ̄κに一致する．また，(3.3)は周期 7の再帰方程式である [10]．同様に，tα

に対応する超離散QRT写像 Ψ̌ : (x, y) 7→ (x̄, ȳ)は次の通りであり

x̄ = −x + max(y, 0) ȳ = ξ(y, x̄) (3.4)

その不変曲線 Σ̌κは
¯̌Γκに一致する．(3.4)も周期 7の再帰方程式である．

P
Q

P̄

L1

L2

¯̌Γκ′′

P̄ ′

Q′

V3
Ltrop

2

Γ̄κ′

P
Q′

V6

Ltrop
1

図 4: Brown写像の分解．

P，Q，P̄，L1，L2を上と同様にお
く．このとき，点P を通るトロピカル
曲線Γκ′が一意に定まる10．点P およ
び V6 = (κ′,−κ′)を通るトロピカル直
線Ltrop

1 は Γ̄κ′ともう一点Q′で交わる
（図 4）．この交叉により Γ̄κ′上の写像
P 7→ Q′が定まるが，超離散 QRT写
像に関する一般論より，それは (3.3)
の x成分に他ならない．
一方，Q′ は ¯̌Γκ′′ 上の点とみなせ
る11ので，¯̌Γκ′′ と Q′ および V3 =
(−κ′′, κ′′)を通るトロピカル直線Ltrop

2

との交叉により，¯̌Γκ′′ 上の写像 Q′ 7→
P̄ ′が定まる．この写像は (3.4)の y成分に他ならない．
このようにして得られた点Q′および P̄ ′はそれぞれQおよび P̄ に他ならないことが示される [14]．

したがって，Brown写像 Φは，直線 y = xに関して対称な二つのトロピカル曲線上でそれぞれ定義
された二つの超離散QRT写像Ψおよび Ψ̌を用いて次のように分解されることが示された．

Φ = Ψ̌ ◦ Π̌ ◦ Π ◦ Ψ

ただしΠ : (x, y) 7→ (x̄, ȳ)および Π̌ : (x, y) 7→ (x̄, ȳ)はそれぞれ Γ̄κ′ および ¯̌Γκ′′ 上の対合である．

Π :

{
x̄ = x

ȳ = −y + max (0, x̄)
Π̌ :

{
x̄ = −x + max (0, y)
ȳ = y

(3.5)

9Γ̌κ は tα に対するトロピカル多項式 Eκ(x, y)で与えられるトロピカル曲線．
10κ′ は必ずしも κと一致しない．
11κ′′ は必ずしも κ′ と一致しない．
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3.3 トロピカル Jacobi多様体

種数１のトロピカル曲線 Γκ および Γ̌κ の加法の恒等元をそれぞれ O := V1 および Ǒ := V3 と
する．また，T := V6 および Ť := V8 とおく．2 節で示した方法にしたがって Abel-Jacobi 写像
η : Γ̄κ → J(Γ̄κ) = R/7κZおよび η̌ : ¯̌Γκ → J(¯̌Γκ) = R/7κZを構成する．このとき，超離散 QRT写
像 (3.3)および (3.4)はそれぞれトロピカル Jacobi多様体 J(Γ̄κ)および J(¯̌Γκ)上の平行移動とみなせ
る．分解 (3.5)を用いて，Brown写像 (1.1)を J(Γ̄κ)および J(¯̌Γκ)上で再構成する．
凹 9角形Υκの全格子長 Lを次のように定める．

L =
9∑

i=1

εi|Ei| = 9κ

また，J(Υκ) := R/LZ = R/9κZとおく．さらに，写像 ν : Υκ → J(Υκ)を各頂点 Vi (i = 1, 2, . . . , 9)
で次のように定め，各辺 Ei(i = 1, 2, . . . , 9)上へ線形に拡張する．

ν(O) = η(O) = 0

ν(Vi+1) = ν(Vi) + η(Vi+1) − η(Vi) if Ei ∈ Γ̄κ

ν(Vi+1) = ν(Vi) + η̌(Vi+1) − η̌(Vi) if Ei ∈ ¯̌Γκ

(3.6)

ただし，添え字はmod 9で考える．この写像は集合Υκから集合 J(Υκ)への全単射である．
次の区分線形写像 φ : R → Rを考えよう．

φ(x) = max
n∈Z

(min (2x − 5n, x + 2n + 1) , min (2x − 5n − 3, x + 2n + 2))

この写像は準周期性 φ(x + 7) = φ(x) + 9をもつ．区分線形写像 ψ, ψ̌ : R → Rを次のように定める．

ψ(x) := κφ
( x

κ′ − 1
)

+ κ ψ̌(x) := κφ
( x

κ′′ − 5
)

+ 8κ

これらはそれぞれ集合間の全単射 ψ : J(Γ̄κ′) → J(Υκ)および ψ̌ : J(¯̌Γκ′′) → J(Υκ)であり，次の可換
図式が成り立つ．

J(Γ̄κ′)
ψ−−−−→ J(Υκ)

ψ̌←−−−− J(¯̌Γκ′′)xη

xν

xη̌

Γ̄κ′
ι←−−−− Υκ

ι̌−−−−→ ¯̌Γκ′′

ここで，ιおよび ι̌は自然な点の同一視である．このとき次の命題が成り立つ．

命題 2 ([14]) Brown写像 P 7→ P̄ (1.1)は写像 ν : Υκ → J(Υκ) (3.6)により J(Υκ)上で線形化さ
れる：

ν(P ) 7→ ν(P̄ ) = ν(P ) + 5κ (3.7)

命題 2から，任意の点の (1.1)における周期が次のように計算できる．

L
gcd (L, 5κ)

=
9κ

gcd (9κ, 5κ)
= 9

すなわち命題 1が得られる．
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3.4 初期値問題の一般解

Brown写像の初期値問題の一般解を構成するため，超離散楕円テータ関数を導入する [11]：

Θ(u; θ) := −θ

(
u − 1

2

)2

+ θ max
n∈Z

(
2nu − n − n2

)
Θ(u; θ) は楕円テータ関数 ϑ01(z, τ) の超離散化であり，振幅 θ/4 をもつ周期 1 の周期関数である．
Θ(u; θ)を用いて次のように区分線形関数 Ξ(u; α, β, γ, θ)を定義する．

Ξ(u; α, β, γ, θ) :=
{

Θ
(u

α
; θ

)
− Θ

(
u − β

α
; θ

)}
−

{
Θ

(
u − γ

α
; θ

)
− Θ

(
u − β − γ

α
; θ

)}
α ≥ β + γおよび β ≥ γ > 0と仮定すると，Ξ(u;α, β, γ, θ)は振幅 2γθ/αをもつ周期 αの周期関数で
ある．超離散QRT写像の一般解は Ξ(u; α, β, γ, θ)により与えられる [12]．

P0 = (x0, y0)，κ = min (H(x0, y0),H(y0, x0))とおく．また，un := ν(P0) − 3κ + 5κnとおく．こ
のとき初期値 P0をもつ Brown写像の一般解 Pn = (xn, yn)は次のように与えられる（図 5）．

xn = Ω(un) := max
(

Ξ
(

un; 9κ, 6κ, 2κ,
9
2
κ

)
, Ξ

(
un − κ; 9κ, 3κ, 3κ,

9
2
κ

))
yn = Ω(un − 2κ)

4 まとめ

-

6

un

3κ0 6κ 9κ

0

−κ

κ

2κ

図 5: Ω(un)．

凹 9角形を不変曲線にもつ２次元区分線形
写像であるBrown写像は二つの超離散QRT
写像の合成とみなせることを示した．超離
散QRT写像はトロピカル楕円曲線の加法の
定める力学系なので，このような同一視を
通して，Brown写像をトロピカル Jacobi多
様体（の類似物）上の平行移動と解釈でき
る．このような解釈に立てば，Brown写像
の再帰性や初期値問題の一般解が自然に導
かれる．
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