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変形 Pohlmeyer-Lund-Regge方程式から見た Painlevé III型方程式

東大数理・特任研究員 菊地哲也 (KIKUCHI Tetsuya)

概 要 Painlev́e III 型方程式を,変形 Pohlmeyer-Lund-Regge方程式というソリトン方程式の相似
簡約として構成する.ここで与える構成法により, Painlev́e III型方程式の持つ 2つのA(1)

1 型 affine Weyl
群のの対称性が,他の Painlev́e方程式たちと同様, Sato-Wilson作用素への置換の作用として自然に構
成されることを示す.

1 はじめに

Painlev́e II 型から VI 型の, 5つの方程式のパラメータに作用する Bäcklund変換群は, 順に
A(1)

1 ,A(1)
1 ⊕A(1)

1 ,A(1)
2 ,A(1)

3 ,D(1)
4 型の affine Weyl群の構造を持つことが知られている. 一方, 様々

なソリトン方程式の相似簡約として Painlev́e方程式が得られることが知られているが,特に affine

Lie環の対称性を持つソリトン方程式 (Drinfel’d-Sokolov階層)の相似簡約で得られる常微分方程式
系には, affine Weyl群の対称性が代数的に自然に構成できる. このように見ると野海・山田の A(1)

l

型高階パンルヴェ方程式系 [5] や,藤・鈴木による D(1)
2n+2型高階 Painlev́e方程式系 [1] が Painlev́e

II, IV, V, VI 型方程式の対称性が自然に記述できることがわかる.本稿では,筆者と筧三郎が論文 [3]

において考察した “一般化された” Drinfel’d-Sokolov階層 (微分型非線形 Schr̈odinger方程式や結合
型変形 KdV 方程式を含む)を,戸田階層の時間変数 t̄ にまで拡張して得られる偏微分方程式系に属
す,変形 Pohlmeyer-Lund-Regge (以下 PLR)方程式から相似簡約で Painlev́e III 型方程式が得られる
ことを示し,上に述べた他の Painlev́e方程式たちと同様な方法で affine Weyl群対称性が記述でき
ることを示す.先に方程式の具体系を述べておく.変形 PLR方程式とは

∂q
∂ t̄1

= −2q̄e2φ

∂ r
∂ t̄1

= 2r̄e−2φ


∂φ
∂ t1

= 2qr

∂φ
∂ t̄1

= −2q̄r̄


∂ q̄
∂ t1

= −2qe−2φ

∂ r̄
∂ t1

= 2re2φ
(1.1)

という方程式系である.ここで t1, t̄1が独立変数, φ ,q, r, q̄, r̄ が従属変数であり,この 6式より

∂ 2φ
∂ t∂ t̄1

= 4(qr̄e−2φ − q̄re2φ )

という,戸田場の方程式に似た形の方程式が得られることもわかる. この方程式系は,変形 KdV 方
程式から KdV 方程式へのMiura変換と同様のゲージ変換により, PLR方程式 [7], [4], [2] に変換さ
れる.また (1.1)の零曲率方程式による Lax形式は[

∂
∂ t1

−B1,
∂

∂ t̄1
− B̄1

]
= 0, (1.2)

B1 =

[
2qr −2q

0 −2qr

]
+

[
1 0

2r −1

]
ζ , B̄1 =

[
1 −2q̄e2φ

0 −1

]
ζ−1 +

[
0 0

2r̄e−2φ 0

]

となる.ここで ζ はスペクトルパラメータである.論文 [2] で考察されている PLRは 8つの従属変
数をもち, Lax形式もひとつの式では書ききれないので,この変形された方程式の方が対称性を自
然に記述できる.
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(変形されていない) PLR方程式の相似簡約により Painlev́e III 型方程式 (以下 PIII) が得られるこ
とは神保・三輪 [2] により示されているが,変形 PLRからも同様の操作により PIII が得られる.実
際,変形 PLR (1.1)は独立変数に対する [t1] = 1, [t̄1] = −1という次数付けに関して同次方程式なの
で,自己相似条件 eφ(λ t1,λ−1t̄1) = λ−α+β eφ(t1,t̄1),{

q(λ t1,λ−1t̄1) = λ−2α−1q(t1, t̄1)

r(λ t1,λ−1t̄1) = λ 2α r(t1, t̄1)

{
q̄(λ t1,λ−1t̄1) = λ−2β q̄(t1, t̄1)

r̄(λ t1,λ−1t̄1) = λ 2β+1r̄(t1, t̄1)
(1.3)

を課すことに意味がある (α,β はパラメータ).この自己相似条件のもとで次の零曲率方程式が成り
立つ: [

ζ
∂

∂ζ
−A,

∂
∂ t

−B

]
= 0 (1.4)

A =

[
−t/2 tq̄e2φ

0 t/2

]
ζ−1 +

[
α + tqr −tq

−t r̄e−2φ −α − tqr

]
+

[
t/2 0

tr −t/2

]
ζ (1.5)

B =

[
1/2 −q̄e2φ

0 −1/2

]
ζ−1 +

[
qr −q

r̄e−2φ −qr

]
+

[
1/2 0

r −1/2

]
ζ (1.6)

ここで α + tqr = β − tq̄r̄ という関係がある.また,独立変数 t は t = t1 + t̄1,よって ∂t = (∂t1 +∂t̄1)/2

である. この方程式を従属変数 −ψ1 := −qq̄−1e−2φ , あるいは ψ2 := r r̄−1e2φ について整理すると
Painlev́e III型方程式が得られる.こうして得られる対称性とPainlev́e IIIの持つ 2つの A(1)

1 型 affine

Weyl群対称性との関連を述べる.

2 ソリトン方程式の構成

従属変数を成分にもつ対角行列 Φ = diag(φ ,−φ), Wi := diag(wi1,wi2), W̄i := diag(w̄i1, w̄i2) (i =

1,2, . . .)に Λ :=

[
0 1

ζ 0

]
のべきをかけて展開した行列

W :=I +W1Λ−1 +W2Λ−2 = · · ·+

[
w41 w31

w52 w42

]
ζ−2 +

[
w21 q

w32 w22

]
ζ−1 +

[
1 0

r 1

]
(2.1)

W̄ :=eΦ(I +W̄1Λ+W̄2Λ2 + · · ·) =

[
eφ 0

0 e−φ

]([
1 q̄

0 1

]
+

[
w̄21 w̄31

r̄ w̄22

]
ζ + · · ·

)
(2.2)

を Sato-Wilson作用素とよぶ (行列 Λ を行列の添字に対する差分作用素とみなしてそのように呼
ぶ). ここで,後に方程式を書くときに必要な変数を q := w11, r := w12, q̄ := w̄11, r̄ := w̄12と名づけ

た. Hn :=

[
ζ n 0

0 −ζ n

]
= H0Λ2nとおき, Lax operatorL, L̄を

L := WH0W
−1 = H0 +U1Λ−1 +U2Λ−2 + · · · = · · ·+

[
u21 u11

u32 u22

]
ζ−1 +

[
1 0

u12 −1

]
(2.3)

L̄ := W̄H0W̄
−1 = H0 +Ū1Λ+Ū2Λ2 +U3Λ3 + · · · =

[
1 ū11

0 −1

]
+

[
ū21 ū31

ū12 ū22

]
ζ + · · · (2.4)

と定義する.定義より ui j は wi j で, ūi j は w̄i j と eφ により記述できる.たとえば{
u11 = −2q

u12 = 2r

{
ū11 = −2q̄e2φ

ū12 = 2r̄e−2φ

{
u21 = −u22 = 2qr,

ū21 = −ū22 = 2q̄r̄
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などはすぐにわかる.さらに, Bn, B̄nを次で定義する:

Bn = (WHnW
−1)≥0 = (ζ nL)≥0 = H0Λ2n +U1Λ2n−1 + · · ·+U2n−1Λ+U2n,

B̄n = (W̄H−nW̄
−1)<0 = (ζ−nL̄)<0 = H0Λ−2n +Ū1Λ−2n+1 + · · ·+Ū2n−1Λ−1.

ここで添字の < 0,≥ 0は,それぞれ Λの負べき,非負べきを取り出すという意味である (ζ のべき
ではない). また Hn = ζ nH0 = H0Λ2nで, Hnは Λのべきで数えると 2n次になるので,最高次の項を
あえてHnと書かなかった.以下,本論で用いるのは n = 1のときのみなので具体的に成分表示して
おく:

B1 = H0Λ2 +U1Λ+U2 =

[
2qr −2q

0 −2qr

]
+

[
1 0

2r −1

]
ζ ,

B̄1 = H0Λ−2 +Ū1Λ−1 =

[
1 −2q̄e2φ

0 −1

]
ζ−1 +

[
0 0

2r̄e−2φ 0

]
.

これらを用いて,独立変数 t = (t1, t2, . . .), t̄ = (t̄1, t̄2, . . .)による,従属変数W, W̄ の時間発展を次の
Sato-Wilson方程式で定義する.

∂W
∂ tn

=BnW−WHn = −Bc
nW

∂W
∂ t̄n

=B̄nW−WH−n


∂W̄
∂ tn

=BnW̄−W̄Hn

∂W̄
∂ t̄n

=B̄nW̄−W̄H−n = −B̄c
nW̄

(2.5)

ここで Bc
n := (ζ nL)<0 = ζ nL −Bn, B̄c

n := (ζ−nL̄)≥0 = ζ−nL̄ − B̄n である. 特に (2.5)の第 1式の
Λ−1,Λ−2 = ζ−1I の係数を見ると

∂W1

∂ tn
= −U2n+1

∂W1

∂ t̄n
= Ū2n−1


∂W2

∂ tn
= −U2n+2−U2n+1Λ−1W1Λ

∂W2

∂ t̄n
= Ū2n−2 +Ū2n−1Λ−1W1Λ (Ū0 := H0)

(2.6)

が得られ,第 2式の Λ0の係数を見ると

∂eΦ

∂ tn
= U2neΦ,

∂eΦ

∂ t̄n
= −Ū2neΦ (2.7)

となる.これと (2.6)の第 2式をあわせて, W̄ = eΦW̃と分解したときの W̃ = I +W̄1Λ+ · · · の満たす
方程式を書き下すと, 

∂W̃
∂ tn

=e−Φ(Bn−U2n)eΦW̃

∂W̃
∂ t̄n

=−e−Φ(B̄c
n−Ū2n)eΦW̃

(2.8)

となる.特に (2.8)の Λ,Λ2の係数を見ると次が得られる:
∂W̄1

∂ tn
= e−ΦU2n−1(ΛeΦΛ−1),

∂W̄1

∂ t̄n
= −e−ΦŪ2n+1(ΛeΦΛ−1)


∂W̄2

∂ tn
= U2n−2 +e−ΦU2n−1(ΛeΦW̄1Λ−1)

∂W̄2

∂ t̄n
= −Ū2n+2−e−ΦŪ2n+1(ΛeΦW̄1Λ−1)

(2.9)

方程式系 (2.6), (2.7), (2.9)で n = 1の場合を成分で表せば変形 PLR方程式 (1.1)となる.なお n = 2

の場合の t2微分の方程式が微分型非線形 Schr̈odinger方程式である [3].
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また,従属変数 τ−1,τ0,τ1,ρ−1,ρ1,ρ1を

eφ =
ρ0

τ0
, q = −τ1

τ0
, r = −ρ−1

ρ0
, q̄ = −ρ1

ρ0
, r̄ = −τ−1

τ0

と定義することにより次の双線形方程式系が得られる:
Dt1ρ0 · τ0 = 2ρ−1τ1

Dt1ρ0 ·ρ1 = 2τ0τ1

Dt1τ−1 · τ0 = 2ρ−1ρ0


Dt̄1τ0 ·ρ0 = 2τ−1ρ1

Dt̄1ρ−1 ·ρ0 = 2τ−1τ0

Dt̄1τ0 · τ1 = 2ρ0ρ1


Dt1Dt̄1τ0 · τ0 = 8ρ−1ρ1

Dt1Dt̄1τ0 · τ1 = 4τ0τ1

Dt1Dt̄1τ−1 · τ0 = 4τ−1τ0


Dt1Dt̄1ρ0 ·ρ0 = 8τ−1τ1

Dt1Dt̄1ρ0 ·ρ1 = 4ρ0ρ1

Dt1Dt̄1ρ−1 ·ρ0 = 4ρ−1ρ0

3 自己相似条件と Painlevé III 型方程式

λ をパラメータとして tλ = (λ t1,λ 2t2, . . .), t̄λ−1 = (λ−1t̄1,λ−2t̄2, . . .) とおく. Sato-Wilson方程式
(2.8)は, W(ζ ; t, t̄)→ λ αH0W(λ−1ζ ; tλ , t̄λ−1)λ−αH0, W̄(ζ ; t, t̄)→ λ αH0W̄(λ−1ζ ; tλ , t̄λ−1)λ−βH0 という 1

パラメータ変形について不変なので,

W(λζ ; t, t̄) = λ αH0W(ζ ; tλ , t̄λ−1)λ−αH0, W̄(λζ ; t, t̄) = λ αH0W̄(ζ ; tλ , t̄λ−1)λ−βH0 (3.1)

という自己相似条件をおくことに意味がある. ここで α,β もパラメータである. 特に W̄の満たす
条件は,

eΦ(t,t̄) = λ αH0eΦ(tλ ,t̄λ−1)λ−βH0, W̃(λζ ; t, t̄) = λ βH0W̃(ζ ; tλ , t̄λ−1)λ−βH0 (3.2)

と分解され,パラメータ α,β について対称的な表示になる. (3.1), (3.2)を成分で表したものが (1.3)

である. (3.1), (3.2)の両辺を λ で微分して λ = 1とおくと

ζ
dW
dζ

= [αH0,W]+∑
n

ntn
∂W
∂ tn

−∑
n

nt̄n
∂W
∂ t̄n

, (3.3)

0 = (αH0)eΦ +∑
n

ntn
∂eΦ

∂ tn
−∑

n
nt̄n

∂eΦ

∂ t̄n
−eΦ(βH0) (3.4)

ζ
dW̃
dζ

= [βH0,W̃]+∑
n

ntn
∂W̃
∂ tn

−∑
n

nt̄n
∂W̃
∂ t̄n

(3.5)

という方程式が得られる. 以下簡単のため t1, t̄1 以外の独立変数は 0としてしまう. すると, (3.3),

(3.4), (3.5)に Sato-Wilson方程式を代入し, Λ に関する次数が −1, 0, 1の項を成分であらわすと,

(2.6), (2.7), (2.9)により α −β +2t1qr +2t̄1q̄r̄ = 0,
t1

∂q
∂ t1

= −(2α +1)q−2t̄1q̄e2φ

t1
∂ r
∂ t1

= 2αr +2t̄1r̄e−2φ


t̄1

∂ q̄
∂ t̄1

= 2β q̄−2t1qe−2φ

t̄1
∂ r̄
∂ t̄1

= −(2β +1)r̄ +2t1re2φ
(3.6)

が得られる.そこで新しい独立変数 t = t1 + t̄1, s= t1− t̄1と従属変数

ϕ = qr =
ρ−1τ1

ρ0τ0
, ϕ̄ = q̄r̄ =

τ−1ρ0

τ0ρ0
, ψ1 =

q
q̄e2φ =

τ0τ1

ρ0ρ1
, ψ2 =

r
r̄e−2φ =

ρ−1ρ0

τ−1τ0
, (3.7)

を用いて,変形 PLR (1.1)と相似条件の方程式 (3.6)などを書き下した後 s= 0とおくと,方程式
ψ ′

1 = −2− 4α +1
t

ψ1 +2ψ2
1 −4ϕψ1

ψ ′
2 = 2+

4α +1
t

ψ2−2ψ2
2 +4ϕψ2


(

ϕ
ψ1

)′
=

4α
t

ϕ
ψ1

−4ϕ +4
ϕ2

ψ1
+(β −α)

2
t(

ϕ
ψ2

)′
= −4

t

(
α +

1
2

)
ϕ
ψ2

−4ϕ −4
ϕ2

ψ2
− (β −α)

2
t

4



が得られる.ここで ′ は t についての微分を表わす.さらに y = −ψ1,z= tϕ/ψ1とおけば,
ty′ = 4zy2−2ty2− (4α +1)y+2t =

∂H
∂z

tz′ = −4yz2 +4tyz+(4α +1)z+2(β −α)t = −∂H
∂y

(3.8)

H = 2y2z2−2ty2z− (4α +1)yz+2tz−2t(β −α)y (3.9)

という連立方程式が得られる.これは PIIIのハミルトン形式である.なお, y= ψ2,z= tϕ/ψ2とおい
ても H = 2y2z2−2ty2z+(4α +1)yz+2tz+2t(β −α)yに関する PIII のハミルトン形式が得られる.

4 波動関数と線形方程式

関数 Ψ0 = Ψ0(ζ ; t, t̄)を

Ψ0 = Ψ0(ζ ; t, t̄) = expH0

(
∞

∑
n=1

(tnζ n + t̄nζ−n)

)
=

[
e∑(tnζ n+t̄nζ−n) 0

0 e−∑(tnζ n+t̄nζ−n)

]
(4.1)

とおき,これと Sato-Wilson作用素W,W̄を用いて波動関数 Ψ,Ψ̄を

Ψ(ζ ;α, t, t̄) = Wζ H0αΨ0, Ψ̄(ζ ;β , t, t̄,y) := W̄ζ H0β Ψ0, (4.2)

で定義する. Ψ0の満たす方程式
∂Ψ0

∂ tn
= HnΨ0,

∂Ψ0

∂ t̄n
= H−nΨ0 (n = 1,2, . . . )と Sato-Wilson方程式

より,波動関数は

∂Ψ
∂ tn

= BnΨ,
∂Ψ
∂ t̄n

= B̄nΨ,
∂Ψ̄
∂ tn

= BnΨ,
∂Ψ̄
∂ t̄n

= B̄nΨ̄ (4.3)

をみたす. 変形 PLRの零曲率方程式 (1.2)はこの線形方程式の両立条件である. さらにW,W̄に自

己相似条件を課したとき, Y = Ψ, Ψ̄は ζ に関する線形方程式 ζ
dY
dζ

= (αH0 + t1B1− t̄1B̄1)Yを満た

す.この係数行列 A = αH0 + t1B1− t̄1B̄1を独立変数 t, sで表し s= 0としたものが (1.5)である.ま
た,この線形方程式のモノドロミー保存変形方程式の係数行列 B (1.6)も,変数 t に関する微分方程

式
∂Y
∂ t

=
B1 + B̄1

2
Yの係数行列で s= 0とおけば得られる.

5 Affine Weyl群対称性

最後に [3] に従って, Sato-Wilson作用素への 2つの affine Weyl群作用を定義する.まず互換に対

応する行列を, S0 =

[
0 ζ−1

ζ 0

]
, S1 =

[
0 1

1 0

]
と定義し, Sato-Wilson作用素W, W̄への 2種類の作用

s0,s1, r0, r1を次で定義する:{
s0(W(ζ ; t, t̄)) = X0W(ζ ;−t,−t̄)S0

s1(W(ζ ; t, t̄)) = X1W(ζ ;−t,−t̄)S1

{
s0(W̄(ζ ; t, t̄) = X0W̄(ζ ;−t,−t̄)

s1(W̄(ζ ; t, t̄) = X1W̄(ζ ;−t,−t̄)
(5.1){

r0(W(ζ ; t, t̄)) = G0W(ζ ;−t,−t̄)

r1(W(ζ ; t, t̄)) = G1W(ζ ;−t,−t̄)

{
r0(W̄(ζ ; t, t̄) = G0W̄(ζ ;−t,−t̄)S0

r1(W̄(ζ ; t, t̄) = G1W̄(ζ ;−t,−t̄)S1

(5.2)
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ここで

X0 =

[
−1/q 0

ζ −q

]
, X1 =

[
−r 1

0 −1/r

]
, G0 =

[
1 −ζ−1e2φ/r̄

0 1

]
, G1 =

[
1 0

−e−2φ/q̄ 1

]
(5.3)

である. すなわち, Wや W̄の右から S0,S1をかけると,これらが下三角 (Λの負べきで展開できる)

や上三角でなくなるため, Gi や Xi をかけることにより元にもどしているのである. また独立変数
を −1倍しているのは,時間発展と両立させるためである. 定義より s2

0 = s2
1 = r2

0 = r2
1 = idをみた

すことは明らかである.このうち r i で定義される作用が,本質的に野海・山田による affine Weyl群
作用の構成 [6] と一致している.この作用を (3.8)の従属変数に対して行えば次が得られる:

s0(t) = −t

s0(α) = −α −1

s0(β ) = β

s0(y) = −y

s0(z) = z−
(

α +
1
2

)
1
y

+
t
y2



s1(t) = −t

s1(α) = −α

s1(β ) = β

s1(y) = y+
(

β −α
2

)
1
z

+
(

β +α
2

)
1

t −z

s1(z) = t −z

r0(t) = −t

r0(α) = α

r0(β ) = −β +1

r0(y) =
(β −α +2yz){(β +α +2yz)y+2t}
4z− (β +α +1−2yz)(β −α +2yz)

r0(z) = z− (2β +1)z
β −α +2yz

+
4z2

(β −α +2yz)2



r1(t) = −t

r1(α) = α

r1(β ) = −β

r1(y) = −y

r1(z) = t −z
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