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q-Painlevé 方程式の対称化

梶原健司 (Kenji Kajiwara) 九州大学大学院数理学研究院
中園信孝 (Nobutaka Nakazono) 九州大学大学院数理学府
津田照久 (Teruhisa Tsuda) 九州大学大学院数理学研究院

概要

q-Painlevé方程式は一般に連立１階差分方程式の形で与えられているが，ある特殊化によって単独 2階差分方
程式の形に帰着する．得られた方程式については，超幾何解などの特殊解の構造が元の方程式と異なるなど奇妙

な現象が知られている．この特殊化は QRT系においてパラメータを記述する行列を対称行列に取ることに対応
することから，「対称化」と呼ぶ．本報告ではWeyl群対称性の立場から判明した対称化の意味，および方程式の
超幾何解の系列について報告する．

1 はじめに

離散 Painlevé方程式の中でも standard discrete Painlevé IIと呼ばれる方程式

xn+1 + xn−1 =
(an + b)xn + c

1 − x2
n

(1)

はもっとも早くから研究されていた方程式の一つである [22, 23]．(1)は特異点閉じ込めテストを用いて可積分性を

保ったまま

Yn+1 + Yn =
(2an + b)Xn + c + d

1 − X2
n

, Xn+1 + Xn =
(a(2n + 1) + b)Yn+1 + c − d

1 − Y2
n+1

(2)

と拡張することができる．ただし，Xn = x2n, Yn = x2n−1 である．(2)は可積分な 2階定数係数非線形常差分方程式

の族である Quispel-Roberts-Thompson(QRT)系の用語を流用して asymmetric discrete Painlevé II方程式と呼ばれ，

(1)も symmetric discrete Painlevé II方程式と呼ばれることがある [13]．パラメータの特殊化で (2)のような 1階連

立方程式から (1)のような単独 2階方程式を得る操作は，QRT系でパラメータを特徴付ける行列を対称行列に取る

操作に対応する．本稿ではこの操作を「対称化」と呼ぶことにする．

(2) は A(1)
3 型のアフィン・ワイル群対称性を持ち，Painlevé V 方程式の Bäcklund 変換を記述する差分方程式と

見なすことができることが知られている [15, 20]．従って，合流型超幾何函数で記述される超幾何解 [14, 19] や

Laguerre多項式を要素とする普遍指標型の行列式で記述される有理解 [15, 16]がある．方程式の上では (2)で単純

に d = 0とすれば (1)が得られるが，特殊解のレベルではどうだろうか．(1)には次の特殊解が知られている．

超幾何解：[5, 11]

xn =
2
z

τn+1
N+1τ

n
N

τn
N+1τ

n+1
N

− 1, τn
N = det(Hn+i+2 j−2)i, j=1,...,N , Hn+1 − zHn + nHn−1 = 0, (3)

a =
8
z2 , b =

4(1 + 2N)
z2 , c = −4(1 + 2N)

z2 , N = 0, 1, 2, . . . . (4)

有理解： [5, 12]

xn =
σn+1

N+1σ
n+1
N

σn
N+1σ

n
N
− 1, σn

N = det
(
L(n)

N−2i+ j+1

)
i, j=1,...,N

,

∞∑
k=0

L(n)
k (z)λk = (1 − λ)−n−1e−

zλ
1−λ , L(n)

k (z) = 0 (k < 0), (5)

a =
2
z
, b =

2
z
, c = −2(N + 1)

z
, N = 0, 1, 2, . . . . (6)

有理解についてはパラメータの特殊化が直接 (2)の有理解から (1)のそれを与えることが示されているが [15]，超幾

何解の対応はそう単純ではないように見える．というのは，Hn は本質的に放物柱 (parabolic cylinder)函数であり，
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Painlevé IV方程式の超幾何解として現れる函数だからである．さらに行列式の構造を見てみると，(3)において Hn

の添字が行方向には 1ずつシフトするのに対し，列方向には 2ずつシフトするという非対称性があり，Painlevé IV

方程式の超幾何解に現れる Hankel行列式とは異なる [28]．超幾何解を記述する行列式のこのような非対称構造は

他の 2階単独の離散 Painlevé方程式の多くに共通して見られるが [3, 10, 18]，それ以外の可積分系で見られない．

本稿では，このような謎めいた構造の背後のメカニズムを考察する．

歴史的に，離散 Painlevé方程式はまず (1)のように単独 2階差分方程式の中から探索，同定され，その後に特異

点閉じ込めテストで (2)のような 1階連立方程式の形に拡張された．対称化によって，解を記述する超幾何函数と

して元の解と異なるものが現れるならば，他の離散 Painlevé方程式の対称化についても超幾何解を調べておくこと

は重要である．本稿の前半では Sakai理論 [26]で分類された q-Painlevé方程式について，対称化によって得られる

方程式のもっとも簡単な超幾何解 (Riccati解)のリストを提示する．後半では，対称化によって元の方程式とは異な

る超幾何函数が解として現れるメカニズムを (A2 + A1)(1) 型アフィン・ワイル群対称性を持つ q-Painlevé III方程式

を例に説明する．

2 q-Painlevé方程式の対称化と超幾何解

2.1 対称化：(A2 + A1)(1) 型を例として

本節では (A2 + A1)(1) 型アフィン・ワイル群対称性を持つ q-Painlevé III方程式 (q-PIII)

gg = qc2 1 + t f

(t + f ) f
, f f = qc2 1 + a2tg

(a2t + g)g
, (7)

t = qt, t = q−1t, f = f (t), f = f (t), f = f (t) (8)

を取り上げて，対称化の手続きと対称化された方程式の超幾何解を構成を具体的に示す．(7)のパラメータ a2 と従

属変数 f , gを

a2 = q
1
2 , f (t) = X(t), g(t) = X(q−

1
2 t) (9)

と矛盾なく特殊化することができ，それによって単独の 2階常差分方程式

X̃X˜ = p2c2 1 + tX

(t + X)X
, (10)

p = q
1
2 , t̃ = pt, t

˜
= p−1t, X = X(t), X̃ = X(t̃), X˜ = X(t

˜
) (11)

が得られる (対称化)．(10) は連続極限で Painlevé II 方程式に帰着することが知られている [18] ので，ここでは

q-Painlevé II方程式 (q-PII)と呼ぶ．

次に (10)のもっとも簡単な超幾何解を構成する．その前に，q-超幾何函数の定義を与えておく．

定義 q-超幾何函数 sφr は

sφr

(
a1, · · · , as

b1, · · · , br
; q, z

)
=

∞∑
n=0

(a1, · · · , as; q)n

(b1, · · · , br; q)n(q; q)n

[
(−1)nq(n

2)
]1+r−s

zn, (12)

(a; q)n = (1 − a)(1 − aq) · · · (1 − aqn−1), (a1, · · · , ar; q)n = (a1; q)n · · · (ar; q)n (13)

で定義される [1]．特に s = r + 1で条件

qa1 = a2b1 = · · · = ar+1br, a2 = a
1
2
1 , a3 = −qa

1
2
1 (14)

を満たすときには very-well-poisedと呼び，r+1Wr と書く：

r+1Wr(a1; a4, · · · , ar+1; q, z) = r+1φr

 a1, a
1
2
1 q,−a

1
2
1 q, a4, · · · , ar+1

a
1
2
1 ,−a

1
2
1 , a1a−1

4 q, · · · , a1a−1
r+1q

; q, z

. (15)
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さて，(10)は c = 1のとき Riccati方程式

X̃ = −p
1 + tX

X
(16)

への分解を許容し，

X = −t
G

G˜ (17)

とおくことによって 2階線形差分方程式

G̃ −G + t−2G˜ = 0 (18)

が得られる．この方程式の解として次の函数が得られる．ただし，A, Bは任意定数である．

G = (−p
1
2 t,−p

1
2 t−1; p)∞

{
Ae

πi
2

log t
log p 1φ1

(
0
−p; p,−ip

3
2 t
)
+ Be−

πi
2

log t
log p 1φ1

(
0
−p; p, ip

3
2 t
)}
. (19)

2.2 超幾何解のリスト

Sakai理論では q-Painlevé方程式の系列

E(1)
8 −→ E(1)

7 −→ E(1)
6 −→ D(1)

5 −→ A(1)
4 −→ (A2 + A1)(1) −→ (A1 + A′1)(1) (20)

が知られており，もっとも簡単な超幾何解のリストが [7, 8]で得られている．ここで，q-Painlevé方程式のラベル

はアフィン・ワイル群対称性の型であり，矢印は極限操作によって左から右のものが得られることを意味する．本

節では前節で説明した (A2 + A1)(1) 型と，方程式がもともと単独 2階方程式である (A1 + A′1)(1) 型を除いた 5通りの

q-Painlevé方程式について，対称化された方程式とその超幾何解のリストを提示する．なお，以下のリストで A, B

は任意定数であり，q = p2 である．

■ A(1)
4 型 (q-PV) [27]

(g f − 1)(g f − 1) = t2 ( f + a1)( f + a−1
1 )

f + a2t
, (g f − 1)(g f − 1) = q−1t2 (g + a1)(g + a−1

1 )
g + a3t

. (21)

対称化の条件

a3 = q−
1
2 a2. (22)

対称化された方程式 (連続極限で Painlevé IV方程式に帰着 [27])

(X̃X − 1)(XX˜ − 1) = t2 (X + a1)(X + a−1
1 )

X + a2t
. (23)

超幾何解 (パラメータが a1 = p−1a2
2 のとき)

X = (1 − a−1
2 t)

G
G̃
, (24)

G = A 2φ1

(
a2

2, 0
−p ; p, a−1

2 t̃
)
+ B (−1)

log t
log p 2φ1

(
−a2

2, 0
−p ; p, a−1

2 t̃
)
. (25)

■ D(1)
5 型 (q-PVI)[4, 7, 8, 25]

gg =
( f − a1q

1
2 t)( f − a−1

1 q
1
2 t)

( f − a2)( f − a−1
2 )

, f f =
(g − a3t)(g − a−1

3 t)

(g − a4)(g − a−1
4 )

. (26)
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対称化の条件

a3 = a1, a4 = a2. (27)

対称化された方程式 (連続極限で Painlevé III方程式に帰着 [23, 10])

X̃X˜ = (X − a1 t̃)(X − a−1
1 t̃)

(X − a2)(X − a−1
2 )

. (28)

超幾何解 (a2 = p−
1
2 a1)

X = p−
1
2 a1

G(a1, t)

G(p−
1
2 a1, t)

, (29)

G(a1, t) = A(−p/a2
1; p)∞ 2φ1

0, 0
− p

a2
1

; p, p
1
2 t̃
 + Ba3

1(−a2
1 p; p)∞(−a2

1)
log t
log p 2φ1

(
0, 0
−a2

1 p; p, p
1
2 t̃
)
. (30)

■ E(1)
6 型 [7, 8, 17, 24] 

(g f − 1)(g f − 1) = t2
( f − b1)( f − b2)( f − b3)( f − b4)

( f − b5t)( f − b−1
5 t)

,

(g f − 1)(g f − 1) = q−1t2
(g − b−1

1 )(g − b−1
2 )(g − b−1

3 )(g − b−1
4 )

(g − b6s)(g − b−1
6 s)

,

(31)

b1b2b3b4 = 1 . (32)

対称化の条件

b1b2 = 1, b3b4 = 1, b5b6 = 1 . (33)

対称化された方程式 (連続極限で Painlevé V方程式に帰着 [23])

(X̃X − 1)(XX˜ − 1) = t2 (X − b1)(X − b−1
1 )(X − b3)(X − b−1

3 )

(X − b5t)(X − b−1
5 t)

. (34)

超幾何解 (b2
5 = pb1b3)

X = (b−1
1 t − b−1

5 )
G̃

G
+ b5t , (35)

G = A b
log t
log p

5 2φ1

 b2
5

b1
,− 1

b1

−p
; p,

b1

b5
t̃

 + B (−b5)
log t
log p 2φ1

− b2
5

b1
, 1

b1

−p
; p,

b1

b5
t̃

 . (36)

■ E(1)
7 型 [7, 8, 17, 24]



(g f − tt)(g f − t2)
(g f − 1)(g f − 1)

=
( f − b1t)( f − b2t)( f − b3t)( f − b4t)

( f − b5)( f − b6)( f − b7)( f − b8)
,

(g f − t2)(g f − tt)

(g f − 1)(g f − 1)
=

(g − b−1
1 t)(g − b−1

2 t)(g − b−1
3 t)(g − b−1

4 t)

(g − b−1
5 )(g − b−1

6 )(g − b−1
7 )(g − b−1

8 )
,

(37)

b1b2b3b4 = q, b5b6b7b8 = 1 . (38)

対称化の条件

b1b2 = q
1
2 , b3b4 = q

1
2 , b5b6 = 1, b7b8 = 1 . (39)
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対称化された方程式 (連続極限で Painlevé VI方程式に帰着 [2])

(X̃X − t̃2)(XX˜ − t2)

(X̃X − 1)(XX˜ − 1)
=

(X − b1t)(X − b−1
1 t̃)(X − b3t)(X − b−1

3 t̃)

(X − b5)(X − b−1
5 )(X − b7)(X − b−1

7 )
. (40)

超幾何解 (b1b3b5b7 = 1)

b1X − t̃

X − b5
=

(b3b5 t̃ − 1)
(b2

5 − 1)(t̃ − b3b5)

(b1b5 t̃ − 1)
G̃

G
+ b1 t̃ − b5

 , G = AG1 + BG2, (41)

G1 =
(b1b5 t̃,−b3

˜̃t; p)∞(b1b5b3)
log t
log p

( ˜̃t
b1b5

,− 1
b3

t̃; p)∞
8W7

(
−b2

3b5; p
1
2 b3,−p

1
2 b3,−b1b3b5, b3b5 t̃,

b3b5

t̃
; p,

p
b1b3b5

)
, (42)

G2 =
(˜̃tt̃,− p

1
2

b1b3b5
˜̃t, p

1
2

b1b3b5
˜̃t, 1

b3
˜̃t, 1

b1
˜̃t; p)∞(−b5)

log t
log p

( 1
b1b5

˜̃t, p
1
2 t̃,−p

1
2 t̃, 1

b3b5
˜̃t, 1

b1b3b5
˜̃t2; p)∞

8W7

(
1

b1b3b5

˜̃tt̃;
1

b1b5

˜̃t, p
1
2 t̃,−p

1
2 t̃,

1
b3b5

˜̃t,
p

b1b3b5
; p,−b5

)
. (43)

■ E(1)
8 型 [7, 8, 17, 21, 24]

(gst − f )(gst − f ) − (s2t2 − 1)(s2t2 − 1)

(s−1t−1g − f )(s−1t−1g − f ) − (1 − s−2t−2)(1 − s−2t−2)

=
f 4 − m1t f 3 + (m2t2 − 3 − t8) f 2 + (m7t7 − m3t3 + 2m1t) f + t8 − m6t6 + m4t4 − m2t2 + 1

f 4 − m7t−1 f 3 + (m6t−2 − 3 − t−8) f 2 + (m1t−7 − m5t−3 + 2m7t−1) f + t−8 − m2t−6 + m4t−4 − m6t−2 + 1
,

( f st − g)( f st − g) − (s2t2 − 1)(s2t2 − 1)

(s−1t−1 f − g)(s−1t−1 f − g) − (1 − s−2t−2)(1 − s−2t−2)

=
g4 − m7 sg3 + (m6 s2 − 3 − s8)g2 + (m1 s7 − m5 s3 + 2m7 s)g + s8 − m2 s6 + m4 s4 − m6 s2 + 1

g4 − m1 s−1g3 + (m2 s−2 − 3 − s−8)g2 + (m7 s−7 − m3 s−3 + 2m1 s−1)g + s−8 − m6 s−6 + m4 s−4 − m2 s−2 + 1
.

(44)

m j : b1, · · · b8の j次の基本対称式, b1b2 · · · b8 = 1, s = q−
1
2 t. (45)

対称化の条件

mi = m8−i (i = 1, 2, 3) または b2 jb2 j−1 = 1 ( j = 1, 2, 3, 4) . (46)

対称化された方程式

(t̃tX̃ − X)(tt∼ X˜ − X) − (t̃2t2 − 1)(t2t2
∼
− 1)

(t̃−1t−1X̃ − X)(t−1t−1
∼

X∼ − X) − (t̃−2t−2 − 1)(t−2t−2
∼
− 1)

=
X4 − m1tX3 + (m2t2 − 3 − t8)X2 + (m1t7 − m3t3 + 2m1t)X + t8 − m2t6 + m4t4 − m2t2 + 1

X4 − m1t−1X3 + (m2t−2 − 3 − t−8)X2 + (m1t−7 − m3t−3 + 2m1t−1)X + t−8 − m2t−6 + m4t−4 − m2t−2 + 1
. (47)

超幾何解 (p2b1b3b5b7 = 1)

X − β3

X − β1
=

(α3 − α5)(β1 − β5)
(α1 − α5)(β3 − β5)

(α1 − α3)
G̃

G
+ α3 − β̃1

 , G = AG1 + BG2, (48)

G1 =
(b1b3 t̃2, b1b5 t̃2,−t̃2, t̃2

b1b3b5
; p2)∞(−b1)

log t
log p

(−t̃2, t̃2

b1b5
, t̃2

b1b3
, b1b3b5 t̃2; p2)∞

8W7

 1
p2b1b2

3b2
5

;
1
b5
,

1
b3
,− 1

b1b3b5
,

t2

b3b5
,

1
b3b5 t̃2 ; p2,− p2

b1

 , (49)

G2 =
(t̃4,−b3

˜̃t2,−b5
˜̃t2,

˜̃t2

b1
,− t̃2

b1b3b5
; p2)∞b1

log t
log p

(−t̃2, t̃2

b1b5
, t̃2

b1b3
, b3b5

˜̃t2,− ˜̃t2 t̃2

b1
; p2)∞

8W7

(
− t̃4

b1
;−t̃2,

t̃2

b1b5
,

t̃2

b1b3
, b3b5

˜̃t2,− p2

b1
; p2, b1

)
. (50)

ただし，αi = bi t̃ +
1

bi t̃
, βi =

t

bi
+

bi

t
(i = 1, · · · , 5)である．
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3 アフィン・ワイル群の表現を用いた対称化の定式化: W̃(A2 + A1)(1)

3.1 q-PIII と q-PII の超幾何解

前章では q-Painlevé方程式のもっとも簡単な超幾何解を構成したが，それらの解に Bäcklund変換を施すことで，

行列式で表示される解に拡張される．q-PIII (7)の超幾何解は次のように与えられる [6]：

f = −t
ψN+1(t; qa2)ψN(t; a2)
ψN+1(t; a2)ψN(t; qa2)

, g = ta2
2
ψN+1(t; a2)ψN(t/q; qa2)
ψN+1(t/q; qa2)ψN(t; a2)

, c = q2N , N = 0, 1, 2, . . . , (51)

ψN(t; a2) = det
(
F(q−i+ jt; a2)

)
i, j=1,...,N

, F +
t2 − q2

a2
2

− 1
 F +

q2

a2
2

F = 0, (52)

F =
A

(q2a−2
2 ; q2)∞

1φ1

(
0
a2

2
; q2, a2

2t2
)
+ B (q4a−2

2 ; q2)∞(q2a−2
2 )

log t
log q 1φ1

(
0

q4a−2
2

; q2, q2t2
)
. (53)

同様に，q-PII (10)の超幾何解は次のように与えられる [18]：

X = −tp2N ϕN+1(t)ϕN(t/p)
ϕN+1(t/p)ϕN(t)

, c = p4N , N = 0, 1, 2, . . . , (54)

ϕN(t) = det
(
G(p−i+2 jt)

)
i, j=1,...,N

, G̃ −G + t−2G˜ = 0, (55)

G = (−p
1
2 t,−p

1
2 t−1; p)∞

{
Ae

πi
2

log t
log p 1φ1

(
0
−p; p,−ip

3
2 t
)
+ Be−

πi
2

log t
log p 1φ1

(
0
−p; p, ip

3
2 t
)}
. (56)

3.2 アフィン・ワイル群 W̃(A2 + A1)(1) の表現と対称化

q-PIIIは W̃(A2+A1)(1)の双有理表現の平行移動の作用から得られる [6, 9]．従属変数 fiとパラメータ ai (i = 0, 1, 2)

に対する変換 s0, s1, s2, π, w0, w1, rを次式で定義する：

si(a j) = a ja
−ai j

i , si( f j) = f j

(
ai + fi
1 + ai fi

)ui j

, π(ai) = ai+1, π( fi) = fi+1, (57)

w0(ai) = ai, w0( fi) =
aiai+1(ai+2ai + ai+2 fi + fi+2 fi)

fi+2(aiai+1 + ai fi+1 + fi fi+1)
, (58)

w1(ai) = ai, w1( fi) =
1 + ai fi + aiai+1 fi fi+1

aiai+1 fi+1(1 + ai+2 fi+2 + ai+2ai fi+2 fi)
, (59)

r(ai) = ai, r( fi) =
1
fi
, i, j ∈ Z/3Z , (60)

(ai j)0≤i, j≤2 =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 , (ui j)0≤i, j≤2 =

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

 . (61)

これらの変換は基本関係式

s2
i = 1, (sisi+1)3 = 1, π3 = 1, πsi = si+1π (i ∈ Z/3Z), w2

0 = w2
1 = r2 = 1, rw0 = w1r (62)

を満たし，⟨s0, s1, s2, π⟩は A(1)
2 型の（拡大）アフィン・ワイル群 W̃(A(1)

2 )を，また ⟨w0,w1, r⟩は A(1)
1 型の（拡大）ア

フィン・ワイル群 W̃(A(1)
1 )をそれぞれなす．W̃(A(1)

2 )の元と W̃(A(1)
1 )の元は可換であり，全体として W̃(A2 + A1)(1) と

なっている．また，a0a1a2 = qは W̃(A2 + A1)(1) の作用に関して， f0 f1 f2 = qc2 は W̃(A2)(1) の作用に関してそれぞれ

不変であることを注意しておく．平行移動 T1 を T1 = πs2s1 で定義すると T1 の作用は，

T1( f1) f1 = qc2 1 + a0 f0
f0(a0 + f0)

, T1( f0) f0 = qc2 1 + a2a0T1( f1)
T1( f1)(a2a0 + T1( f1))

, (63)

T1(a0) = qa0, T1(a1) = q−1a1, T1(a2) = a2, T1(c) = c (64)
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となり，これは f0 を f， f1 を g，a0 を t，T1 を と対応させると q-PIII (7)と等価で，他の W̃(A2 + A1)(1) の作用は

Bäcklund変換とみなすことができる．特に W̃(A(1)
1 ) = ⟨w0,w1, r⟩の平行移動 T4 = rw0 からは連続極限で q-Painlevé

IV方程式 [9]が得られることを注意しておきたい．

この枠組みにおいて対称化を考える鍵は

R1 = π
2s1 (65)

を導入することである．これは R2
1 = T1 を満たし，図 1のように a2 = q

1
2 を軸としてジグザクに動かす変換である．

さらに条件 a2 = q
1
2 を課すと，R1 は図 2 のように q

1
2 ステップの平行移動となる．実際， fi, ai への作用を書き下

すと

R1( f1) = f0 , R1( f0) f0 = qc2 1 + a0 f0
f1(a0 + f0)

, (66)

R1(a0) = q
1
2 a0, R1(a1) = q−

1
2 a1, R1(c) = c, a0a1 = q

1
2 (67)

であり，q-PII (10)と等価である．また R1 が平行移動となる条件と (7)を対称化するための条件 (9)も一致する．つ

まり qステップの平行移動 T1 に対して q
1
2 ステップの平行移動 R1 を考えることが対称化に対応する．ただし図 1

図 2は点ではなく座標の移動を表していることに注意 [28]．

図 1

a0 = q a0 = 1 a0 = q−1

a1 = q−1 a1 = 1 a1 = q

a2 = q2

a2 = q

a2 = 1

a2 = q
1
2

R1

図 2

a0 = q a0 = 1 a0 = q−1

a1 = q−1 a1 = 1 a1 = q

a2 = q2

a2 = q

a2 = 1
R1

a2 = q
1
2

以上のことを用いて，対称化前後で得られる超幾何解が異なるという現象を考察する．a2 = q
1
2 のとき (52) と

(55)より q-PIII (7)と q-PII (10)の超幾何解を記述する超幾何函数はそれぞれ

H(q2a0) + (q−3a−2
0 + q−2a−2

0 − 1)H(qa0) + q−3a−4
0 H(a0) = 0,

G(qa0) −G(q
1
2 a0) + q−1a−2

0 G(a0) = 0

を満たす．ただし，後の便宜上，q-PIII で現れる超幾何函数 F (53)に対して F(t) = (t2, q2t−2; q)−1
∞ H(q−

1
2 t)とおいた．

これらは平行移動 T1, R1 を用いるとそれぞれ

{T 2
1 + (q−3a−2

0 + q−2a−2
0 − 1)T1 + q−3a−4

0 }H(a0) = 0, T1(a0) = qa0, (68)

(R2
1 − R1 + q−1a−2

0 )G(a0) = 0, R1(a0) = q
1
2 a0 (69)

と書くことができる．ここで (68)の作用素は T1 に関して 2階の線形差分作用素だが，T1 = R2
1 より R1 に関して 4

階の差分作用素である．この作用素は

T 2
1 + (q−3a−2

0 + q−2a−2
0 − 1)T1 + q−3a−4

0 = (R2
1 + R1 + q−2a−2

0 )(R2
1 − R1 + q−1a−2

0 ) (70)

のように因数分解することができ，右辺の第二因子は (69)の作用素に他ならない．すなわち，G は H と異なる函

数であるが同じ線形方程式の解となっている．半ステップの平行移動を導入することによって 2階線形作用素が 4

階線形差分作用素と読み替えられ，その作用素の 2階線形差分作用素への因数分解というメカニズムが異なる函数

を与えていることになる．

なお，行列式の構造が異なるという現象も τ函数のレベルでのアフィン・ワイル群の表現を用いて双線形方程式

を考察することで説明することができ，そこでも半ステップの平行移動の導入に起因する双線形方程式の差異が鍵

となるが，詳細は現在準備中の論文に譲りたい．

7



4 おわりに

本稿では q-Painlevé方程式の対称化を考察し，Sakai理論で得られている q-Painlevé方程式の系列について，対

称化した方程式のもっとも簡単な超幾何解を構成した．また，(A2 + A1)(1) 型の方程式を例にして，アフィン・ワイ

ル群対称性の表現を用いて対称化を定式化し，超幾何解が対称化前後で異なる理由を説明した．離散 Painlevé方程

式の時間発展はワイル群の平行移動部分群の作用によって得られるが，対称性の型は同じでも異なる方向への平行

移動を考えると本稿で扱った方程式とは別の形の方程式が得られ，異なる対称化が考えられる．今後，加法的な場

合も含む全ての離散 Painlevé方程式について，さまざまな対称化を考察していきたい．
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